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Resumen

El propósito de esta tesis es obtener ecuaciones de estado más realistas para describir la

materia que forma a las enanas blancas magnetizadas, y resolver con ellas las ecuaciones

de estructura de estos objetos compactos.

Las ecuaciones de estado se determinan teniendo en cuenta la aproximación de campo

magnético débil B < Bc (Bc = 4,41 × 1013 G) para el gas de electrones de la estrella.

El campo magnético, aún para los valores moderados presentes en las enanas blancas,

introduce presiones anisotrópicas. Además, consideramos la corrección a la enerǵıa y la

presión debida a la interacción Coulombiana del gas de electrones con los iones localiza-

dos en una red cristalina. Al introducir esta corrección, disminuye la enerǵıa y la presión

del sistema, efecto que se magnifica al emplear elementos qúımicos más pesados.

Por otra parte, se resuelven las ecuaciones de estructura de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

en simetŕıa esférica de manera independiente para la presión perpendicular y la para-

lela, lo cual confirma que es necesario utilizar ecuaciones de estructura acordes a la

axisimetŕıa del sistema anisotrópico. Por tanto, estudiamos las soluciones de las ecua-

ciones de estructura en coordenadas ciĺındricas. En este caso, se obtiene la masa por

unidad de longitud en vez de la masa total de la enana blanca.
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Índice general VII

Introducción 1

1. Enanas blancas 5

1.1. Evolución estelar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Introducción

A medida que una estrella brilla, pierde, en un tiempo finito, su reserva de enerǵıa nuclear.

Cuando la ha agotado toda, sobreviene la llamada muerte estelar. En este momento, la presión del

gas caliente en el interior no puede soportar el peso de la estrella y esta colapsa. El remanente estelar

se conoce como objeto compacto (OC), y en dependencia de la masa de la progenitora, será una

enanas blanca (EB), una estrella de neutrones (EN) o un agujero negro (AN) .

Nuestra galaxia está poblada por miles de millones de enanas blancas, unos pocos cientos de

millones de estrellas de neutrones y probablemente, cientos de miles de agujeros negros. De todos

estos objetos, sólo una pequeña fracción se ha detectado hasta el momento: miles de enanas blancas,

alrededor de 2 000 estrellas de neutrones y solo unas pocas docenas de agujeros negros [1, 2].

Los objetos compactos tienen densidades extremadamente altas, de 107 g cm−3 para las enanas

blancas y 1015 g cm−3 en el caso de las estrellas de neutronesi, y son laboratorios naturales que no

se pueden describir obviando alguna de las cuatro fuerzas de la naturaleza: la débil, la fuerte, la

electromagnética y la gravitacional. Tales condiciones extremas no se han podido obtener en labo-

ratorios terrestres. Luego, solo disponemos de observables astrof́ısicos para inferir las propiedades

de objetos tan densos y masivos.

La primera enana blanca observada fue la compañera de Sirio A (Sirio en aquel entonces),

cuando en 1844, el astrónomo Friedrich Bessel notó un ligero movimiento de vaivén, como si a su

alrededor orbitara un objeto no visto. En 1863, Alvan Clark observó finalmente dicho objeto, que

se identificó como una enana blanca, llamada Sirio B.

Para los f́ısicos y astrónomos de principios del siglo XIX resultaba un desaf́ıo explicar qué fuerza

estaba compensando la atracción gravitacional en un astro como Sirio B, tan pequeño y poco

luminoso, pero tan masivo, ya que en un objeto aśı han cesado las reacciones de fusión, por lo que

la presión térmica es muy débil y no puede contrarrestar la fuerza gravitacional.

La explicación a este enigma aparece con las teoŕıas cuánticas y la formulación por Paul Dirac

en 1926 de la estad́ıstica a la que obedecen los fermiones, bautizada posteriormente como estad́ıstica

de Fermi-Dirac. Esta tiene en cuenta el Principio de exclusión de Pauli: dos fermiones (part́ıculas

idénticas e indistinguibles) no pueden ocupar el mismo estado cuántico. De este modo, en diciembre

de 1926 R. H. Fowler [3] obtuvo que un gas de fermiones denso a temperatura cero es capaz de

ejercer una presión no nula que puede entonces sostener el colapso.

En 1925, el espectro de Sirio B confirmó que es una estrella con aproximadamente la misma

temperatura de Sirio A. Ambas están en órbita, una alrededor de la otra, y constituyen lo que se

llama un sistema binario, lo cual permitió que se determinaran sus masas usando la tercera Ley

iLa densidad media de la Tierra es 5,514 g cm−3 y la densidad nuclear es 2,04 × 1014 g cm−3.
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de Kepler, resultando masas de 2,3M� y 1M�
ii para Sirio A y B, respectivamente. También se

obtuvo un diámetro de 10 000 km para Sirio B, mientras que el de Sirio A es 1 000 000 km. Estas

mediciones se refinaron con la ayuda del telescopio espacial Hubble en el 2005, siendo el diámetro

obtenido para Sirio B de 12 000 km iii y la masa de 0,98M�, en concordancia con los resultados

previos.

Por otra parte, el descubrimiento del neutrón por James Chadwick en 1932 [4], condujo a Walter

Baade y Fritz Zwicky a proponer la existencia de ENs en 1934 [5]. Esta idea alcanzó relevancia en

1967, con el azaroso descubrimiento por Jocelyn Bell y Antony Hewish de la primera fuente de radio

(Pulsar, del inglés pulsating star), en el Radio Observatorio de Cambridge [6].

Las enormes densidades concentradas en espacios muy pequeños de los objetos compactos, hacen

que para estudiar su equilibrio hidrodinámico y describirlos se requiera la Teoŕıa General de la

Relatividad (TGR), tomando la presión del gas degenerado de electrones/neutrones como la que

compensa la presión gravitacional. La aplicación de la TGR, conduce a la existencia de valores

máximos para las masas de estos objetos.

En las EBs el ĺımite máximo para la masa es de 1,44M�, y se conoce como masa de Chandrasekhar

[7]. Más allá de este valor, la presión degenerada del gas de electrones no puede compensar la presión

gravitacional. Además, tienen radios R . 1 000 km y densidades de (107−108) g cm−3. Estas carac-

teŕısticas, junto con la baja luminosidad, hacen que las enanas blancas sean dif́ıciles de detectar y

que se ubiquen a la izquierda de la secuencia principal en el Diagrama de Hertzsprung-Russell (ver

Sección 1.1). Por otra parte, muchas EBs se localizan en sistemas binarios, en los que se deposita

material de la estrella compañera en un disco de acreción alrededor de la enana blanca, lo cual da

origen a las Supernovas Tipo Ia.

Asimismo, para las ENs se encuentran soluciones de masas entre 1,44M� y 2M�, radios entre 10

km y 20 km [8] y densidades que vaŕıan en el rango de (107 − 1015) g cm−3, siendo los objetos más

densos en el universo. No son visibles con telescopios ópticos y por tanto no podemos representarlas

en el Diagrama de Hertzsprung-Russell (ver Sección 1.1).

En los últimos 20 años se ha recopilado una gran cantidad de datos observacionales de los

objetos compactos gracias a la construcción de radiotelescopios, el desarrollo de los satélites y de

instrumentos de detección de radiación X y gamma para colocarlos en ellos.

En la Tierra podemos mencionar una serie de radiotelescopios, el VLA (Very Large Array)

en Estados Unidos, el RTGM (Radio Telescopio Gigante en Metro-ondas) en la India, el ATCA

(Australia Telescope), el ALMA (Atacama Large Milimeter Array), y el SKA (Square Kilometer

Array). Destacan también, los experimentos de sondeo del espacio como el Hamburg/ESO Quasar

Survey, el Edinburgh-Cape survey y el Sloan Digital Sky Survey (SDSS).

El observatorio en satélite más conocido es el Telescopio Espacial Hubble (TEH), puesto en órbita

el 24 de abril de 1990 como un proyecto conjunto de la NASA (National Aeronautics and Space

Administration) y de la ESA (European Space Agency), que puede captar radiación en el visible,

en el infrarrojo próximo y en el ultravioleta. El TEH ha tomado, por ejemplo, numerosos datos de

supernovas, enanas blancas y estrellas de neutrones. Su papel ha sido decisivo en la “caceŕıa” de

Supernovas tipo Ia.

Actualmente se dispone además de un conjunto de observatorios como el Observatorio de Rayos

X Chandra y el Observatorio de Rayos Gamma Compton, que se encuentran en órbita al igual

iiM� es la masa de Sol (ver Tabla A.2).
iiiComparable con el diámetro de la Tierra: 12 742 km.
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que el Hubble. Ellos están en una posición clave para obtener nuevas imágenes de alta resolución

espectral y estudiar objetos compactos en sistemas aislados, binarios y en las regiones de galaxias

que muestran actividad energética inusual (AGN, en inglés Active galactic nucleus).

La presencia de elevados campos magnéticos caracteriza también a los objetos compactos. Las

observaciones permiten inferir los campos magnéticos superficiales, pero no son capaces de estimar

los valores en el interior. A las EBs se les atribuye campos magnéticos entre 103 G y 109 G [9]
iv en la superficie; en tanto para las ENs, se asocian campos magnéticos superficiales de 1012 G

a los llamados radio pulsares y de 1015 G a las nombradas Magnetars (Magnetic Stars-Estrellas

Magnéticas) [10].

Los valores de hasta 1012 G pueden ser explicados por la amplificación del campo magnético de

las estrellas progenitoras después de la explosión de la Supernova [10]. Sin embargo, intensidades

mayores, en particular los campos magnéticos asociados a las Magnetars, precisan de modelos más

elaborados que aún están en discusión [11]. Uno de ellos es el efecto dinamo: basado en la circulación

del gas por convección dentro de la estrella.

Los campos magnéticos intensos modifican el comportamiento de la materia a escala microscópi-

ca y con ello la estructura estelar. Un estimado teórico de los valores máximos de los campos

magnéticos que podŕıan llegar a tener estos objetos en el interior puede darse a través del teorema

escalar del Virial [12, 13]. Esto significa equiparar la enerǵıa gravitacional con la magnética. Para

EBs encontramos que los campos magnéticos estimados para masas de M = 1,1M� y radios de

R = 0,02R�, son como máximo de aproximadamente 1012 G; en tanto para ENs encontramos que si

la masa es M = 1,44M� y el radio R = 106 cm= 10−4R�, se obtiene un campo magnético máximo

del orden de 1018 G.

Recientemente, han sido reportadas observaciones de supernovas tipo Ia SN 2006gz, SN 2007if,

SN 2009dc, SN 2003fg con valores de luminosidad muy elevados y baja enerǵıa cinética [14]. Estas

supernovas han tratado de ser explicadas [15–17] a partir EBs progenitoras con masas mayores que

el ĺımite de Chandrasekhar impuesto por la teoŕıa.

En particular, se ha asociado la presencia de campos magnéticos fuertes (1014 − 1015) G en las

EBs, como la causa de que lleguen a tener masas mayores que las de Chandrasekhar [15]. Tenien-

do en cuenta que estos modelos fueron construidos ignorando aspectos microf́ısicos y macrof́ısicos

esenciales, en [18] y [19] han sido descartados.

La motivación de esta tesis parte del intento de estudiar el papel que juega la presencia de campos

magnéticos en las enanas blancas y construir modelos más realistas, tanto para las ecuaciones de

estado como para las ecuaciones de estructura de las EBs magnetizadas.

Para ello, nos hemos propuesto:

Estudiar una ecuación de estado que describa de manera más realista una EB magnetizada,

considerando no solo el papel del campo magnético, sino también la presencia de la interacción

de los electrones y los iones, que forman una red cristalina. Esto presupone considerar el plasma

de electrones e iones de la estrella en presencia de campo magnético. Usaremos el ĺımite de

campo débil B < Bc (Bc = 4,41× 1013 G), ya que los campos magnéticos inferidos para EBs

son de hasta 109 G en la superficie y 1012 G en el interior.

Resolver las ecuaciones de estructura de dichos objetos en el marco de la Teoŕıa General de

la Relatividad, lo cual nos permite obtener los observables macroscópicos: masas y radios.

ivEl campo magnético terrestre es de 0,5 G.
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Analizaremos las soluciones de las ecuaciones de estructura para simetŕıa tanto esférica como

ciĺındrica. Esta última es más realista debido a la anisotroṕıa en las presiones que introduce

el campo magnético.

La tesis complementa y le da continuidad al trabajo [20], donde se estudió tanto las ecuaciones

de estado como las de estructura para una EB magnetizada. El gas magnetizado degenerado de

electrones en [20] fue considerado libre y no se tomaron en cuenta las interacciones con los iones.

Partiremos tal y como se hizo en [20], de suponer que el campo magnético que existe en la estrella

es dipolar y constante. No pretendemos abordar los mecanismos que lo producen ni sus oŕıgenes.

La validez de la aproximación de campo magnético constante se debe a que, aunque la intensidad

del campo magnético vaŕıa algunos órdenes desde el núcleo de la estrella a la superficie, la escala de

variación del mismo dentro de la estrella es mucho mayor que la variación de la escala del campo

magnético microscópico [21]. Es decir, la escala microscópica magnética está dada por la longitud

magnética lm ∼ 1/eB y se satisface ampliamente que R � lm, donde R es el radio de la estrella y

tiene un valor aproximado de 1 000 km (20 km), para EBs (ENs).

Hemos organizado la tesis en cuatro caṕıtulos, dos apéndices y finalmente, las conclusiones y

recomendaciones y la bibliograf́ıa. Los resultados originales de la tesis y las contribuciones del autor

a la temática se incluyen en los Caṕıtulos 3 y 4.

El Caṕıtulo 1, a modo introductorio, presenta las caracteŕısticas fundamentales de la enanas

blancas y las enanas blancas magnetizadas.

En el Caṕıtulo 2, partiendo del tensor de enerǵıa-momento de un gas degenerado de electrones

en ausencia y presencia de campo magnético, se obtienen las propiedades termodinámicas

correspondientes.

En el Caṕıtulo 3, se analizan las ecuaciones de estado anisotrópicas para enanas blancas no

magnéticas y enanas blancas magnetizadas en el ĺımite de campo débil. Se considera además

la inclusión de la interacción de los electrones con la red cristalina y se consideran distintas

composiciones qúımicas.

En el Caṕıtulo 4, se utiliza las ecuaciones de estado previamente obtenidas para resolver las

ecuaciones de estructura en simetŕıa esférica, discutiendo el impacto de la anisotroṕıa de las

presiones en las relaciones masa-radio. Además, se resuelven las ecuaciones de estructura en

simetŕıa ciĺındrica.
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Caṕıtulo 1

Enanas blancas

El estudio de la estructura de las enanas blancas entraña la creación de modelos en los que

se tiene en cuenta las propiedades microf́ısicas de las mismas para construir ecuaciones de esta-

do correspondientes. Una vez obtenidas las ecuaciones de estado, se resuelven las ecuaciones de

estructura, cuya solución devuelve distintas configuraciones para los observables macroscópicos.

En este caṕıtulo discutiremos de forma sintetizada el proceso de evolución estelar para estrellas

de masa pequeña, aśı como las caracteŕısticas principales de las enanas blancas y las enanas blancas

magnéticas.

1.1. Evolución estelar

De manera general, la evolución estelar puede describirse como una lucha entre la fuerza gravi-

tatoria, que desde la formación de una estrella a partir de una nebulosa, tiende a comprimirla; y

la fuerza nuclear proveniente de las reacciones de fusión, fisión y desintegración radiactiva, que se

opone a la contracción. Eventualmente el combustible nuclear se agota, y la estrella colapsa gravi-

tacionalmente. Cómo se desarrolle espećıficamente este proceso, depende de las caracteŕısticas de

la estrella, particularmente de la masa y la composición.

Los elementos qúımicos presentes en una estrella determinan las ĺıneas de absorción observadas

en los espectros estelares, que se disponen en una secuencia continua según la intensidad de las

ĺıneas. A modo de clasificación, se designan los tipos O, B, A, F, G, K, L, M, y T, que conforman

el llamado sistema de Harvard, desarrollado en el Observatorio de Harvard a inicios del siglo XX.

Inicialmente, dicha clasificación cubŕıa desde las estrellas azules más calientes de tipo O hasta

las más fŕıas de clase M, pero posteriormente se le han ido añadiendo otras letras, como la T para

las infrarrojas. Además, se utilizan los sub́ındices del 0 al 9 para indicar las sucesiones dentro de

cada clase, donde A0 especifica las estrellas más calientes de la clase A, mientras que A9 se refiere

a las más fŕıas.

A partir del tipo espectral, la temperatura, y la ley de Stefan-Boltzmann R ∼
√
L/T 2 (siendo

R el radio de la estrella, L su luminosidad y T la temperatura efectiva), vemos que dada una

temperatura, las estrellas más luminosas tienen mayores dimensiones.

Esta relación se muestra en el Diagrama de Hertzsprung-Russell o Diagrama H-R (Figura 1.1),

que fue desarrollado de manera independiente a inicios del siglo XX por Ejnar Hertzsprung y Henry
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Caṕıtulo 1. Enanas blancas

Norris Russell. El gráfico original de Hertzsprung mostraba la luminosidad de las estrellas en función

de su color, en tanto el de Russel representaba la luminosidad contra la clase espectral.
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Figura 1.1: Diagrama H-R.

En la Figura 1.1 se observa que las estrellas se agrupan en regiones definidas, lo cual permite

localizar, por ejemplo, las gigantes y las enanas blancas. La diagonal que va desde el extremo

superior izquierdo hasta el inferior derecho se conoce como secuencia principal. La relación entre la

luminosidad y el brillo en la secuencia principal indica que la posición de cada estrella depende de

su masa.

En particular, el remanente luego de la llamada muerte estelar, está condicionado por la masa

inicial de la estrella, como aparece en la Tabla 1.1. Los valores dependen de las observaciones y,

aunque en general concuerdan con los tabulados, vaŕıan de un autor a otro.
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Caṕıtulo 1. Enanas blancas

Rango de masa aproximado Resultado esperado

0,08M� .M . 10M� Enana blanca y nebulosa planetaria.

10M� .M . 25M� Estrella de neutrones y supernova.

25M� .M . 60M� Agujero negro y supernova o explosión de rayos gamma.

Tabla 1.1: Posibles destinos de las estrellas estables como función de la masa [10].

El ciclo de vida de las estrellas de masa pequeña como nuestro Sol (Figura 1.2) comienza fu-

sionando hidrógeno. Cuando este elemento se agota, el núcleo se contrae sobre su propio peso y

las capas externas se expanden formándose una gigante roja. Eventualmente, la temperatura del

núcleo es suficientemente alta para que se inicien las reacciones de fusión del helio. Esto hace que

la estrella se torne inestable, y causa que se eyecten las capas exteriores formando una nebulosa

planetaria. El núcleo remanente es una enana blanca.

Figura 1.2: Representación de la evolución de estrellas como el Sol.

Para estrellas de masas intermedias (3M� < M < 9M�), que terminan como enanas blancas de

carbono y ox́ıgeno, el proceso evolutivo es similar.

Las estrellas pueden encontrarse formando sistemas binarios, y en el caso de que uno de los

componentes sea un OC, este puede interactuar con la otra estrella a través de un disco de acreción

de masa. En un sistema binario con una EB, la acreción de masa por parte de esta puede llevarla

a alcanzar la masa de Chandrasekhar. Los electrones y protones comienzan a reaccionar generando

neutrones (neutronización), y la estrella colapsa produciendo una Supernova tipo Ia.

Este tipo de supernovas son muy importantes en las mediciones de distancias en el universo

porque poseen una cantidad estándar de combustible y un mecanismo de explosión común (candelas

estándar). Aśı, con mediciones de distancias basadas en las Supernovas tipo Ia se ha inferido la

aceleración de la expansión del universo [22] y la presencia de enerǵıa oscura [23].

Por otra parte, las EBs sin fuentes de enerǵıa termonuclear se enfŕıan con el tiempo, a medida que

7



Caṕıtulo 1. Enanas blancas

rad́ıan su enerǵıa residual. Eventualmente, se convierten en enanas negras, las cuales cristalizarán

al final según la teoŕıa. Como contienen predominantemente carbono, son nombradas “diamantes

del Universo”.

1.2. Caracteŕısticas

Las enanas blancas tienen t́ıpicamente masas medias de 0,663M� [24], siendo las más pequeñas

del orden de 0,17M� [25], y las mayores aproximadamente 1,33M� [26]. Los radios caracteŕısticos se

estiman entre los 0,008R� y 0,02R�, lo cual es comparable con el radio de la Tierra RT ∼ 0,009R�;

y las densidades en el interior vaŕıan entre 104 g cm−3 y 109 g cm−3, con densidad media 106 g cm−3.

Las temperaturas superficiales van desde 5 000 hasta 80 000 K.

Están formadas por una atmósfera de radio muy pequeño, por lo que puede despreciarse en los

modelos; y un núcleo fundamentalmente de He, C y O, aunque pueden encontrarse elementos más

pesados por efectos de acreción de masa, ya sea del medio interestelar o de una compañera. Su

clasificación espectral se simboliza por la letra D (proveniente de dwarf, enana en inglés), seguida

de una de las letras A, B, C, O, Z, Q, en dependencia de la composición de su atmósfera:

DA: atmósfera rica en hidrógeno, con ĺıneas fuertes de HI (constituyen el 80 % de las EBs).

DB: atmósfera rica en helio, con ĺıneas fuertes de HeI.

DC: espectro continuo.

DO: atmósfera rica en helio, con ĺıneas fuertes de HeII.

DZ: ĺıneas fuertes de metales (por ejemplo CaI, MgI, FeI, excluyendo al carbono).

DQ: ĺıneas fuertes de carbono.

superficie casi 
pura de H envoltura 

de He 

superficie casi pura 
de He neutro 

núcleo de 
C y O 

superficie casi pura de He 
ionizado 

núcleo expuesto de 
C y O 

materia 
degenerada atmósfera (50 km)  

Figura 1.3: Composición y estructura de algunas clases de enanas blancas.

1.3. Campos magnéticos en las enanas blancas

En 1970, Kemp [27] demostró que la radiación proveniente de Grw+70◦8247 [28] presentaba una

fuerte polarización circular. Posteriormente, las ĺıneas espectrales observadas fueron identificadas

8



Caṕıtulo 1. Enanas blancas

como ĺıneas de hidrógeno desplazadas por efecto Zeeman en un campo magnético de aproximada-

mente (108 − 3,2 × 108) G [29–31], por lo que fue clasificada como una enana blanca magnética

(EBM).

Actualmente, el número de enanas blancas magnéticas aisladas descubiertas asciende a aproxi-

madamente 250 con el campo magnético bien determinado y más de 600 si se cuenta los objetos

donde el campo no se ha obtenido [32, y referencias encontradas en él].

También, existen sistemas binarios llamados variables catacĺısmicas magnéticas (VCMs) com-

puestos por una EBM y una estrella de la parte inferior de la secuencia principal muy próximas

entre śı, en los que la enana blanca presenta un campo magnético lo suficientemente fuerte como

para afectar el disco de acreción. Estos sistemas se dividen en dos grupos, en dependencia de la

intensidad del campo magnético: polares (estrellas de tipo AM Her) y polares intermedios (estrellas

de tipo DQ Her).

Los polares se caracterizan porque el momento magnético de la EBM, del orden de 1033 G cm3 o

mayor, es suficiente para que las estrellas roten de forma sincronizada con peŕıodo orbital (70−480)

min. En cambio, el momento magnético de la EBM en los polares intermedios es menor que en el

caso de los polares, y no logra sincronizar la órbita de la EB con el peŕıodo orbital del sistema. Hoy

d́ıa, el número de VCMs listadas es de aproximadamente 170, aunque solo se tiene la intensidad del

campo magnético para la mitad de ellas, la mayor parte en un rango de (7× 106 − 2,3× 108) G.

La intensidad del campo magnético superficial en las EBMs, vaŕıa entre 103 G y 109 G, y dis-

tribuye según la Figura 1.4. La topoloǵıa de los mismos puede llegar a ser bastante complicada,

aunque suele asumirse una configuración dipolar [32, y referencias encontradas en él].14 Ferrario, deMartino, Gänsicke

Fig. 8 Distributions of magnetic field strength in polars (Blue line) and IPs (red line)
compared to that of single magnetic WDs (black line). This figure has been prepared using
the data in Tables 1, 2, and 3 (this work)

Wickramasinghe and Ferrario (1988b); Ferrario and Wickramasinghe (1990);
Rousseau et al. (1996).

Through the careful fitting of cyclotron harmonic features it is possible to
determine the magnetic field strength and physical parameters of the post-
shock region (see Wickramasinghe and Ferrario 2000, and references therein).
Many polars have measured field strengths through time-resolved cyclotron
spectroscopy. Information on the accretion geometry can also be gained through
the study of harmonics that shift with orbital phase due to different parts of the
accretion region becoming visible as the WD rotates (e.g. Schwope and Beuermann
1990b; Burwitz et al. 1996b). The cyclotron study of the phase resolved spec-
tra of eclipsing systems such as the bright polar HUAquarii by Schwope et al.
(2003) has proven to be particularly important to establish the accretion ge-
ometry of these objects.

Figura 1.4: Distribución de la intensidad del campo magnético en EBMs aisladas (negro), polares

(azul), y polares intermedios (rojo) [32].
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Caṕıtulo 1. Enanas blancas

Un resultado bien establecido es que las EBMs tienen masas mayores que las EBs que no

presentan campos magnéticos, cuya masa promedio es (0,663± 0,136)M�. Para EBMs aisladas con

campos mayores que 106 G, la distribución de masa tiene una masa media de (0,784± 0,047)M� y

exhibe una cola que se extiende hasta el ĺımite de Chandrasekhar (Figura 1.5).22 Ferrario, deMartino, Gänsicke

Fig. 14 Left panel: The mass distribution of MWDs (Ferrario and Wickramasinghe 2010).
Right panel: The mass distribution of non-magnetic DA WDs from SDSS (Kepler et al.
2007).

(e.g. Ferrario et al. 1998; Dupuis et al. 2003). For higher field strengths, mass
estimates are derived from the combination of effective temperatures, paral-
laxes, and a mass-radius relation. While only a small number of MWDs have
accurate parallaxes, an estimate of the distance can be determined for MWDs
that have non-degenerate WD companions (Girven et al. 2010; Dobbie et al.
2012, 2013, e.g.), or for MWDs in open clusters (Külebi et al. 2013b). The
situation will dramatically improve in the next few years, when parallaxes
for practically all known MWDs will become available from the ESA satellite
Gaia.

Taking into account the caveats mentioned above, the mean mass of high
field isolated MWDs (B ! 1 MG) is 0.784 ± 0.047M!. High field MWDs also
exhibit a strong tail that extends to the Chandrasekhar limit. The most recent
estimate for the mean mass of non-magnetic DA WDs is 0.663 ± 0.136M!
(Tremblay et al. 2013). That the mean mass of MWDs is higher than that of
their non-magnetic counterparts was first noted by Liebert (1988). The mass
distribution of all magnetic and non-magnetic WDs is shown in Fig. 14.

5 Spin periods of isolated magnetic white dwarfs

The majority of non-magnetic WDs are slow rotators, with even high-resolution
spectroscopy usually only providing lower limits on v sin i (Karl et al. 2005;
Berger et al. 2005). Asteroseismology shows that the spin periods are typically
a few days (Fontaine and Brassard 2008; Greiss et al. 2014) and that the angu-

Figura 1.5: Distribución de masa para EBMs [33], y EBs no magnéticas [34].

10



Caṕıtulo 2

Propiedades termodinámicas para un
gas degenerado de electrones

Las propiedades del gas degenerado de electrones han sido extensamente estudiadas [10, 35].

Estas son extremadamente importantes cuando se estudia las enanas blancas, ya que es la presión

de dicho gas lo que impide el colapso gravitacional de la estrella.

En este caṕıtulo, partiendo del tensor de enerǵıa-momento, describimos las propiedades ter-

modinámicas de un gas de electrones, tanto en ausencia como en presencia de campo magnético,

obteniendo ecuaciones de estado apropiadas en cada caso. En particular, cuando el campo magnético

es distinto de cero, se analiza la anisotroṕıa que este produce en las ecuaciones de estado.

2.1. Tensor de enerǵıa-momento

En aras de describir las propiedades termodinámicas del gas de electrones consideraremos ini-

cialmente el tensor de enerǵıa-momento de un gas de fermiones cargados en presencia de un campo

magnético, cuya obtención siguiendo los métodos tradicionales de la teoŕıa cuántica de campos a

temperatura finita [36–38], presentamos de forma resumida.

Partiremos de la definición:

Tµν =
∂L
∂Aµ,ν

Aµ,ν − δµνL, (2.1)

donde

L = ψ [(i∂µ − eAµ) γµ −m]ψ +
1

4
FµνF

µν (2.2)

es la densidad Lagrangiana de Dirac, γµ las matrices de Dirac, ψ el campo fermiónico, Aµ el potencial

del campo electromagnético, Fµν el tensor dual de Maxwell, m la masa del electrón y e la carga del

mismo.

El tensor de enerǵıa-momento macroscópico es el promedio estad́ıstico Tµν = 〈Tµν〉, donde se

tiene en cuenta que el potencial termodinámico Ω pasa a ocupar formalmente el lugar de la densidad

Lagrangiana:

Ω = − 1

β
ln〈e

∫ β
0 dx4

∫
d3xL(x4,~x)〉, (2.3)

siendo β el inverso de la temperatura absoluta T . Los detalles de estos cálculos pueden verse en [38].
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Caṕıtulo 2. Propiedades termodinámicas para un gas degenerado de electrones

Entonces, el tensor de enerǵıa-momento toma la forma [38]:

Tµν =

(
T
∂Ω

∂T
+ µ

∂Ω

∂µ

)
δ4µ δν4 + 4FµαFνα

∂Ω

∂F 2
− Ω δµν . (2.4)

donde µ es el potencial qúımico de los electrones y positrones.

Como es conocido [36], en un sistema de referencia comóvil con el gas, el tensor de enerǵıa–

momento tiene forma diagonal, y las presiones se obtienen de las componentes diagonales espaciales

del mismo, T11, T22, y T33, mientras que la densidad de enerǵıa proviene de la componente T44. Si

el sistema está en presencia de un campo magnético ~B orientado en la dirección x3 (xµ = (x4, ~x))

las componentes no nulas del tensor (2.4) [38,39] toman la forma:

T44 = E = TS + µN + Ω, (2.5a)

T11 = T22 = P⊥ = −Ω−BM, (2.5b)

T33 = P‖ = −Ω. (2.5c)

Las magnitudes E, N yM son respectivamente la densidad de enerǵıa, la densidad de part́ıculas

y la magnetización. Además, en estas expresiones aparece una presión en la dirección paralela P‖ y

otra en la perpendicular P⊥ al campo magnético, debido a la ruptura de la simetŕıa rotacional O(3)

que introduce B.

En el ĺımite de campo magnético cero, se recupera la forma del tensor del fluido perfecto:

Tµν = Pδµν − (P + E)δ4µ δν4, (2.6)

cuyas componentes no nulas espaciales se corresponden con la presión y la T44 es la enerǵıa:

T11 = T22 = T33 = P = −Ω, (2.7a)

T44 = −E = −TS − µN − Ω, (2.7b)

Es importante destacar que la contribución de Maxwell FµνF
µν , también da lugar a presiones

anisotrópicas P⊥ = −P‖ = PM = B2/8π con densidad de enerǵıa ε = PM [40]. No obstante, a

densidades de enerǵıa t́ıpicas de las enanas blancas E ∼ (10−7 − 10−3) MeV fm−3, los efectos de

PM no serán notables para campos magnéticos B < 1014 G, por lo que no tendremos en cuenta este

término [41].

Para obtener las presiones y la enerǵıa, tenemos que calcular el potencial termodinámico del

sistema. A continuación, determinamos el potencial en ausencia de campo magnético (B = 0),

con el que se obtienen las ecuaciones de estado correspondientes; y luego realizamos el mismo

procedimiento para el campo magnético diferente de cero (B 6= 0).

2.2. Potencial termodinámico a campo magnético cero

Con el objetivo de obtener las propiedades termodinámicas del gas de electrones partiremos de

la expresión general para el potencial termodinámico:

Ω(µ, T, 0) =
1

βV
Tr lnZ =

1

βV

∑
p4

∫
d3p

(2π)3
ln detG−1(p) (2.8)
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Caṕıtulo 2. Propiedades termodinámicas para un gas degenerado de electrones

siendo Z la función de partición del ensemble gran canónico y G−1(p) el propagador fermiónico en

el espacio de los momentos:

G−1(p) = [p · γ −m], (2.9)

donde p = (ip4 − µ, p1, p2, p3). La traza y el logaritmo en (2.8) se toman en el sentido funcional,

quedando entonces:

Ω(µ, T, 0) = − 1

β

∫ ∞
0

d3p

(2π)3

∑
p4

ln
[
(p4 + iµ)2 + ε2

]
, (2.10)

con el espectro:

ε =
√
p2 +m2. (2.11)

Partiendo de la ecuación (2.10), realizamos la suma por p4 siguiendo el procedimiento de Mat-

subara [42]:

p4 =
(2n+ 1)π

β
, n = 0,±1,±2, ... (2.12)

y obtenemos el potencial termodinámico del sistema:

Ω(µ, T, 0) = − 1

4π2β

∫
d3p ln

[(
1 + eβ(ε+µ)

)(
1 + eβ(ε−µ)

)]
, (2.13)

donde [(1 + e(ε∓µ)β)]−1 son las distribuciones asociadas a las part́ıculas y antipart́ıculas respectiva-

mente.

Si tenemos en cuenta que las temperaturas t́ıpicas de las enanas blancas (107 K ∼ 10−3 MeV),

son mucho menores que la temperatura de Fermi TF = 109 K (T/TF = 10−2 � 1), se justifica tomar

el ĺımite degenerado T = 0 (β →∞). En este caso, el potencial termodinámico toma la forma:

Ω(µ, 0, 0) = − 1

4π3

∫
d3~p

(
µ−

√
p2 +m2

)
Θ
(
µ−

√
p2 +m2

)
, (2.14)

donde la contribución de los positrones se hace cero y la función de distribución de los electrones se

transforma en la función paso unitario Θ (µ− ε):

Θ (µ− ε) =

{
1, µ > ε;

0, µ < ε.

Al resolver la integral planteada en (2.14) como se explica en el Apéndice B, resulta:

Ω(µ, 0, 0) = −m
4

4π2

[
µ
√
µ2 −m2

3m2

(
µ2

m2
− 5

2

)
+

1

2
ln

(
µ+

√
µ2 −m2

m

)]
. (2.15)

2.3. Ecuaciones de estado para campo magnético cero

A partir de la expresión (2.15) para el potencial termodinámico, podemos hallar todas las mag-

nitudes termodinámicas del sistema. En particular la densidad de part́ıculas:

N(µ, 0, 0) = −dΩ(µ, 0, 0)

dµ
, (2.16)

N(x, 0, 0) =
m3

3π2
x3, (2.17)
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Caṕıtulo 2. Propiedades termodinámicas para un gas degenerado de electrones

donde hemos introducido el momentum de Fermi adimensional x = pF /m, con pF =
√
µ2 −m2.

Luego, obtenemos la enerǵıa y la presión del sistema:

E(µ, 0, 0) = Ω(µ, 0, 0) + µN(µ, 0, 0), (2.18a)

P (µ, 0, 0) = −Ω(µ, 0, 0), (2.18b)

cuyas expresiones determinan la ecuación de estado.

En función del momento de Fermi, la ecuación (2.18a) se transforma en:

E(x, 0, 0) = m4χ(x), (2.19a)

χ(x) =
1

8π2

[
x
√
x2 + 1

(
2x2 + 1

)
− ln

(√
x2 + 1 + x

)]
, (2.19b)

y (2.18b) en:

P (x, 0, 0) = m4Φ(x), (2.20a)

Φ(x) =
1

8π2

[
x
√
x2 + 1

(
2

3
x2 − 1

)
+ ln

(√
x2 + 1 + x

)]
. (2.20b)

Para electrones relativistas (x � 1), se puede desarrollar las funciones χ(x) y Φ(x) en serie

de potencias de x en torno a infinito, quedando:

χ(x) =
1

4π2

[
x4 + x2 − 1

2
ln (2x) +

1

8
+ . . .

]
, (2.21a)

Φ(x) =
1

12π2

[
x4 − x2 +

3

2
ln (2x)− 7

8
+ . . .

]
. (2.21b)

Por otra parte, para los electrones no relativistas (x � 1), es posible proceder expresando

χ(x) y Φ(x) como una serie de potencias de x en torno a cero:

χ(x) =
1

3π2

[
x3 +

3

10
x5 − 3

56
x7 + . . .

]
, (2.22a)

Φ(x) =
1

15π2

[
x5 − 5

14
x7 +

5

24
x9 + . . .

]
. (2.22b)

2.4. Potencial termodinámico en presencia de campo magnético

Consideremos un gas de electrones magnetizado a temperatura finita. En presencia de un campo

magnético constante ~B dirigido según el eje x3. Podemos decir que el gas de electrones magnetizado

experimenta tres cambios importantes:

1. El propagador fermiónico se modifica siendo G−1
l (p), con p = (ip4 − µ, 0,

√
2eBl, p3). Con-

secuentemente la relación de dispersión de los electrones [36, 43] que resulta de resolver la

ecuación de Dirac:

εl =
√
p2

3 +m2 + 2eBl, (2.23)

muestra cuantización de Landau de las frecuencias ciclotrónicas. Hemos designado con l los

niveles de Landau.
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2. La densidad de estados se vuelve proporcional al campo magnético de manera que la integral

por los momenta en (2.13) se transforma según:

2

∫
d3~p

(2π)3
−→ 2

∞∑
l=0

g(l)

∫
eB

(2π)2
dp3, (2.24)

donde g(l) = (2 − δl0) considera la doble degeneración del esṕın para todos los niveles de

Landau excepto el l = 0.

3. Como ya vimos en la Sección 2.1, se rompe la simetŕıa rotacional O(3), dando lugar a an-

isotroṕıas en el tensor de enerǵıa-momentum. Esto produce una separación de la presión en

dos componentes distinguibles: una a lo largo del campo (la presión paralela) y otra en la

dirección transversal (la presión perpendicular). Como resultado, las ecuaciones de estado son

anisotrópicas.

Por consiguiente, el potencial termodinámico toma la forma:

Ω(µ, T,B) = − eB
2π2

∫ ∞
−∞

dp3

∞∑
l=0

g(l)

{
εl +

1

β
ln
[(

1 + eβ(εl+µ)
)(

1 + eβ(εl−µ)
)]}

. (2.25)

En la ecuación (2.25), se pueden identificar dos términos: la contribución del vaćıo (2.26a), y la

parte originada por el efecto estad́ıstico del gas de electrones (2.26b) que depende de µ, T y B.

Ωvac(0, 0, B) = − eB
2π2

∫ ∞
−∞

dp3

∞∑
l=0

g(l) εl, (2.26a)

Ωest(µ, T,B) = − eB

4π2β

∫ ∞
−∞

dp3

∞∑
l=0

g(l) ln
[(

1 + eβ(εl+µ)
)(

1 + eβ(εl−µ)
)]
. (2.26b)

Por tanto,

Ω(µ, T,B) = Ωvac(0, 0, B) + Ωest(µ, T,B). (2.27)

Como argumentamos en la Sección (2.2), nuestro interés es modelar enanas blancas magne-

tizadas. Para ellas, la aproximación del gas degenerado es suficiente, de manera que el término

estad́ıstico del potencial (2.27) queda:

Ωest(µ, 0, B) = − eB
4π2

∞∑
l=0

(2− δl0)

∫ ∞
−∞

dp3 (µ− εl)Θ(µ− εl) (2.28)

2.4.1. Ĺımite de campo magnético débil (B < Bc)

Se define el campo magnético cŕıtico de Schwinger Bc = m2/e = 4,41× 1013 G, como el campo

magnético a partir del cual la enerǵıa ciclotrónica de los electrones eB/m2 es comparable con su

masa en reposo. Este valor permite determinar dos reǵımenes: el llamado ĺımite de campo magnético

débil (B < Bc), y el ĺımite de campo magnético fuerte B > Bc.

Recordando que los campos magnéticos superficiales de las EBs están entre 103 G y 109 G, y

que el valor del campo magnético en el centro de estas estrellas según el teorema del Virial escalar

puede llegar hasta 1012 G, en nuestro estudio tomaremos el ĺımite de campo magnético débil.
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2.4.1.1. Contribución estad́ıstica

En la aproximación de campo magnético débil (B < Bc), la separación entre los niveles de

Landau (∼ eB) es pequeña. Por tanto, podemos considerar el espectro discreto (2.23) como un

continuo, y reemplazar la suma en l por una integral mediante la fórmula de Euler-MacLaurin [44]:

eB
∞∑
l=0

(2− δl0)f(2eBl) ≈
∫ ∞

0
(2eB)f(2eBl)dl + (eB)f(∞)

+
∞∑
k=1

(2eB)2k

(2k)!
B2k

[
f2k−1(∞)− f2k−1(0)

]
, (2.29)

donde el potencial se expresa como función de las potencias del campo magnético, y hemos definido:

f(2eBl) =

(
µ−

√
p2

3 +m2 + 2eBl

)
Θ

(
µ−

√
p2

3 +m2 + 2eBl

)
. (2.30)

La validez de esta aproximación se ilustra en la Tabla 2.1. En ella calculamos el número máximo

de niveles de Landau como función del campo magnético y el potencial qúımico:

lmax = I

[
µ2 −m2

eB

]
. (2.31)

Se denota como I [x] la función parte entera de x. Este nivel máximo se obtiene al tener en

cuenta que el momentum de Fermi debe ser positivo en la expresión del potencial Ωest(µ, 0, B) [39].

lmax

µ (MeV) B = 5× 1010 G B = 5× 1011 G B = 5× 1012 G B = 1013 G

0,722663 2 200 219 22 2

1,61592 19 800 1 979 198 19

2,6056 55 000 5 499 550 55

3,61332 107 800 10 779 1 078 107

4,6273 178 200 17 819 1 782 178

5,64418 266 200 26 619 2 662 266

6,66262 371 800 37 179 3 718 371

7,68201 495 000 49 499 4 950 495

8,70202 635 800 63 579 6 358 635

9,72244 794 200 79 419 7 942 794

10,2328 880 000 87 999 8 800 880

Tabla 2.1: Nivel de Landau máximo para valores de µ y B dados. En la aproximación de campo

magnético débil (B < Bc), hay suficientes niveles como para justificar el uso de la fórmula de

Euler-MacLaurin para transformar la suma por los niveles de Landau en una integral.

Procediendo como se explica en el Apéndice B, obtenemos la parte estad́ıstica del potencial

termodinámico del gas degenerado de electrones en presencia de campo magnético:

Ωest(µ, 0, B) = Ω(µ, 0, 0) + ΩB, (2.32)
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Caṕıtulo 2. Propiedades termodinámicas para un gas degenerado de electrones

donde el término asociado al campo magnético tiene la forma:

ΩB = − m4

12π2

[
B

Bc

]2

ln

(
µ+

√
µ2 −m2

m

)
. (2.33)

2.4.1.2. Contribución del vaćıo

Retomemos el potencial (2.25). El término de vaćıo (2.26a) presenta una divergencia ultravioleta

no dependiente del campo magnético que se evita mediante una renormalización (ver el procedi-

miento detallado en [36]).

Después de renormalizar, queda la bien conocida expresión de Schwinger [45]:

Ωvac(0, 0, B) = − 1

8π2

∫ ∞
0

ds

s3
exp(−m2s)

(
esB coth(esB)− 1− 1

3
(esB)2

)
, (2.34)

que en el ĺımite de campo magnético débil es calculada en [46] y se reduce a:

Ωvac(0, 0, B) =
m4

90(2π)2

(
B

Bc

)4

. (2.35)

Teniendo en cuenta que estamos considerando la aproximación de campo magnético débil (B<Bc),

podemos notar que Ωvac(0, 0, B) � ΩB. Consecuentemente, el término dominante en este régimen

de campo magnético es el estad́ıstico, y el de vaćıo será despreciado en nuestros cálculos.

2.5. Ecuaciones de estado en el régimen de campo magnético débil

Considerando el potencial termodinámico (2.32) del sistema, las ecuaciones de estado quedan:

E(µ, 0, B) = Ωest(µ, 0, B) + µN(µ, 0, B), (2.36a)

P‖(µ, 0, B) = −Ωest(µ, 0, B), (2.36b)

P⊥(µ, 0, B) = −Ωest(µ, 0, B)−BM(µ, 0, B). (2.36c)

donde la densidad de part́ıculas y la magnetización se determinan según:

N(µ, 0, B) = −∂Ωest(µ, 0, B)

∂µ
, (2.37)

M(µ, 0, B) = −∂Ωest(µ, 0, B)

∂B
, (2.38)

En función del momento de Fermi adimensional, tenemos:

N(x, 0, B) = N(x, 0, 0) +NB, (2.39)

NB =
m3

12π2

[
B

Bc

]2 1

x
, (2.40)

M(x, 0, B) =
m4

6π2

B

B2
c

ln
(
x+

√
x2 + 1

)
. (2.41)
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Luego, sustituyendo la forma expĺıcita del potencial termodinámico Ωest, la densidad de part́ıcu-

las N y la magnetización M dadas por las expresiones (2.32), (2.39) y (2.41) respectivamente,

podemos escribir las ecuaciones de estado, en función del momento de Fermi adimensional:

E(x, 0, B) = E(x, 0, 0) +
(

ΩB +mNB

√
x2 + 1

)
, (2.42a)

P‖(x, 0, B) = P (x, 0, 0)− ΩB, (2.42b)

P⊥(x, 0, B) = P (x, 0, 0) + ΩB. (2.42c)

Nótese que las expresiones anteriores muestran la enerǵıa y presiones como la suma de un término

no dependiente del campo magnético y otro que śı es función de este.
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Caṕıtulo 3

Ecuaciones de estado para enanas
blancas

Las ecuaciones de estado constituyen una parte fundamental en los estudios astrof́ısicos sobre

objetos compactos. Describen la microf́ısica del sistema a partir de la relación entre la presión y la

densidad de masa o la densidad de enerǵıa del sistema, lo cual indica cuánto resiste la materia en

cuestión ante una compresión. En este sentido, los modelos para caracterizar la estructura de dichos

objetos compactos se nutren de ellas para completar la información que aportan a las ecuaciones

de equilibrio hidrodinámico.

Este caṕıtulo abarca la parte original de la tesis, pues introduce la corrección electrostática

debida a la interacción entre las part́ıculas, electrones e iones, que componen la enana blanca,

y la no uniformidad en la distribución de los nucleones. A modo introductorio, presentamos las

ecuaciones de estado para un gas no interactuante.

3.1. Ecuaciones de estado en condiciones de equilibrio estelar

Las condiciones de equilibrio para las EBs establecen la neutralidad de carga (3.1) y la conser-

vación del número de bariones (3.2):

Ne = Np (3.1)

Nb = Nn +Np (3.2)

Debido a que los protones y neutrones son aproximadamente 103 veces más masivos que los

electrones, se comportan como fermiones no relativistas. Por tanto, en la expresión para la densidad

de enerǵıa (masa) debe considerarse la masa en reposo del nucleón mN = 931,494 MeV, mientras que

el aporte del mismo a la presión en el caso degenerado es despreciable. Esto permite afirmar que es

precisamente la presión del gas degenerado de electrones lo que compensa la atracción gravitacional,

evitando el colapso de la estrella.
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3.1.1. Enanas blancas

Al considerar la masa en reposo de los iones y el gas libre de electrones, la densidad de enerǵıa

para enanas blancas en ausencia de campo magnético es:

E(µ, 0, 0) = Ω(µ, 0, 0) + µN(µ, 0, 0) +
A

Z
mNN(µ, 0, 0), (3.3)

donde Z/A es el número de electrones por barión.

Esto nos permite definir la función:

χ (x,A/Z) = χ(x) +
1

3π2

A

Z

mN

m
x3, (3.4)

de manera que la densidad de enerǵıa queda:

EA/Z(x, 0, 0) = m4χ (x,A/Z) . (3.5)

3.1.1.1. Ecuación politrópica

Las ecuaciones de estado formada por la enerǵıa (3.5) y la presión (2.20) son paramétricas en el

momentum de Fermi adimensional. Para las enanas blancas, usualmente se considera la condición

mN � m, y se escribe una ecuación de estado politrópica:

P = κEΓ, (3.6)

con

κ(A/Z) =
1

3Γ

(
3π2

m4

)Γ−1(
A

Z

m

mN

)Γ

. (3.7)

Para electrones no relativistas (x � 1), los parámetros Γ y κ(A/Z) tienen los valores

siguientes:

Γ =
5

3
, (3.8a)

κ(A/Z) =
1

5

(
3π2

m4

)2/3(
A

Z

m

mN

)5/3

=
4,2162× 10−5

MeV8/3

(
A

Z

)5/3

. (3.8b)

En el caso de electrones relativistas (x � 1), los valores de dichos parámetros seŕıan:

Γ =
4

3
, (3.9a)

κ(A/Z) =
1

4

(
3π2

m4

)1/3(
A

Z

m

mN

)4/3

=
8,5017× 10−5

MeV4/3

(
A

Z

)4/3

. (3.9b)

A pesar de que no la utilizaremos en el presente trabajo, esta aproximación es muy usada,

pues facilita los cálculos tanto para las ecuaciones de estructura Newtonianas como para las obte-

nidas usando la TGR. Espećıficamente en el caso Newtoniano, el empleo de la ecuación de estado

politrópica conduce a la conocida ecuación de Lane-Emden [10].
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Caṕıtulo 3. Ecuaciones de estado para enanas blancas

3.1.2. Enanas blancas magnetizadas en el régimen de campo débil (B < Bc)

En la aproximación de campo débil, si se tiene en cuenta la enerǵıa en reposo de los iones, la

enerǵıa (2.42a) del gas libre magnetizado de electrones toma la forma:

E(x, 0, B) = EA/Z(x, 0, 0) + ΩB +

(
m
√
x2 + 1 +

A

Z
mN

)
NB. (3.10)

Luego, podemos definir:

EA/Z(x, 0, B) = m4 χ(x,A/Z,B), (3.11a)

χ(x,A/Z,B) = χ(x,A/Z) +
1

12π2

(
B

Bc

)2[√
x2 + 1 +

mN

mx

A

Z
− ln

(
x+

√
x2 + 1

)]
. (3.11b)

Asimismo, podemos escribir las presiones como:

P‖(x, 0, B) = m4 Φ+(x,B), (3.12a)

P⊥(x, 0, B) = m4 Φ−(x,B), (3.12b)

Φ±(x,B) =
1

8π2

[
Φ(x)± 2

3

(
B

Bc

)2

ln
(
x+

√
x2 + 1

)]
. (3.12c)

Las ecuaciones de estado resultantes, en función del momento de Fermi adimensional x, para un

campo magnético dado, están determinadas por las ecuaciones (3.11) y (3.12), y se han graficado

en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Ecuaciones de estado para configuraciones con A/Z = 2.
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Para una mejor visualización del comportamiento de las ecuaciones obtenidas, desarrollamos en

serie de Taylor las funciones χ(x,A/Z,B) y Φ±(x,B). En el caso de electrones no relativistas

(x � 1), escribimos χ(x,A/Z,B) y Φ±(x,B) como una serie de potencias de x en torno a cero,

donde:

χ(x,A/Z,B) = χ(x,A/Z) +
1

12π2

(
B

Bc

)2 [
1 +

mN

mx

A

Z
+
x

2
− x3

24
+ . . .

]
, (3.13a)

Φ±(x,B) = Φ(x)± 1

15π2

1

4

(
B

Bc

)2 [
5x− 5x3

6
+

3x5

8

]
+ . . . (3.13b)

En cambio, para electrones relativistas (x � 1), el desarrollo en potencias de x es respecto

a infinito:

χ(x,A/Z,B) = χ(x,A/Z) +
1

12π2

(
B

Bc

)2 [
−mN

mx

A

Z
+
x

2
− x3

24
+ . . .

]
, (3.14a)

Φ±(x,B) = Φ(x)±
(
B

Bc

)2 ln (2x)

12π2
+ . . . (3.14b)

3.2. Ecuaciones de estado para enanas blancas magnéticas con

part́ıculas interactuantes

Al obtener las ecuaciones de estado anteriores, se consideró que las part́ıculas componentes de

la enana blanca no interactúan entre śı, lo cual debe incluirse en un análisis más realista. En este

sentido, existen varias correcciones, entre las que las electrostáticas y el decaimiento β inverso son

las más importantes.

La principal corrección electrostática tiene en cuenta que las cargas positivas no están distribui-

das uniformemente en el gas, sino que se concentran en los núcleos ionizados. Consecuentemente,

la enerǵıa y la presión de los electrones disminuye, ya que la distancia media entre los electrones es

mayor que la distancia media entre los electrones y los núcleos; y las fuerzas repulsivas son menores

que las atractivas.

En un gas no degenerado, estos efectos Coulombianos se hacen más importantes a medida que

aumenta la densidad de electrones, mientras que en el ĺımite degenerado, los iones se localizan en

una red cristalina que maximiza la distancia ión-ión. En la literatura se pueden encontrar diferentes

aproximaciones para modelar la interacción Coulombiana, cada una de ellas da una ecuación de

estado diferente [47]. En este trabajo, utilizaremos la corrección descrita en los art́ıculos [48–50],

que se basa en la ecuación de estado de Baym-Petthick-Sutherland (BPS) [51].

Consideremos el sistema como un gas degenerado de electrones que rodea a una red de part́ıculas

puntuales compuesta por dos tipos de iones: A
ZX y A′

Z′X
′ (Figura 3.2).

En este caso, la densidad de enerǵıa de la red se escribe como:

εL = Ce2[N(x, 0, B)]4/3
ηZ2 + ζZ ′2 + (1− η − ζ)ZZ ′

(ξZ + (1− ξ)Z ′)4/3
, (3.15)

donde ξ es la fracción de iones del tipo A
ZX y ξ′ = 1−ξ la fracción de iones A′

Z′X
′; C, ζ y η son constantes

que dependen del tipo de red escogida (Tabla 3.1); y N(x, 0, B) es la densidad de electrones dada

por las expresiones (2.17) y (2.39).

22
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has to be lower than the absolute value of the gravitational
energy,

Egrav ¼
1

2

Z
M

0
Φdm; ð2Þ

where Φ is the gravitational potential, ρ the average mass
density, dm an infinitesimal mass element, andM the mass
of the star. Considering a spherical star of radius R with a
uniform magnetic field leads to

B < 2.2 × 108
M
M⊙

!
R⊙
R

"
2

G; ð3Þ

where R⊙ is the radius of the Sun. For typical white-dwarf
masses and radii, the strongest magnetic field thus obtained
is of the order ∼1013 G. However, this estimate should be
taken with a grain of salt since a uniform magnetic field in a
star is unstable [32]. Moreover, the global structure of the
star may depend on the magnetic field configuration, which
is not a priori known. Consequently, ultrastrong magnetic
fields B ≫ 1013 G in white-dwarf cores cannot be ruled
out: the global stability condition Emag < jEgravj might still
be fulfilled assuming that the magnetic field strength in
the star decreases outwards. On the other hand, we have
recently shown that the strength of the magnetic field in the
most massive white dwarfs is limited by the onset of
electron captures, independently of the global configuration
of the star [28].
In this paper, we estimate the strength of the magnetic

field above which the most massive white dwarfs would
become unstable against electron captures using a more
realistic model of dense matter, which takes into account
electron-ion interactions and allows for mixtures of two
different ionic species.

II. MODEL OF DENSE MATTER
IN WHITE-DWARF CORES

The model we adopt here was initially developed for
describing the outer crust of strongly magnetized neutron
stars [33] (see also Ref. [34] for a recent development). The

core of magnetic white dwarfs is assumed to be made of
fully ionized atoms arranged in a regular crystal lattice. We
shall consider both homogeneous crystalline structures
made of only one type of ions, and heterogeneous crys-
talline structures made of an admixture of two ionic species
(typically carbon and oxygen) following the work of
Ref. [35] in the neutron-star context. In addition, we
suppose that thermal effects are negligibly small, and we
set the temperature to zero for simplicity.
The pressure P at the center of the star is thus given by

the sum of the electron degeneracy pressure Pe and the
lattice pressure PL arising from the interactions between
electrons and ions. According to the Bohr-van Leeuwen
theorem [36], the lattice pressure is independent of the
magnetic field apart from a small contribution due to
quantum zero-point motion of ions [37], which we neglect.
The lattice is composed of two types of ions: A

ZX with
proton number Z and mass number A, and A0

Z0X0 with proton
number Z0, and mass number A0. The crystal structures we
shall consider are illustrated in Fig. 1. The fraction of the
ion A

ZX will be denoted by ξ, so that the fraction of the ion
A0

Z0X0 will be given by ξ0 ¼ 1 − ξ. The fractions correspond-
ing to the different lattice types are indicated in the caption
of Fig. 1. For point-like ions embedded in a uniform
electron gas with number density ne, the lattice pressure is
simply given by

PL ¼ EL

3
; ð4Þ

where the lattice energy density EL is given by [35]

EL ¼ Ce2n4=3e fðZ; Z0Þ; ð5Þ

fðZ; Z0Þ ¼ Z̄−4=3½ηZ2 þ ζZ02 þ ð1 − η − ζÞZZ0&; ð6Þ

with the mean proton number Z̄ ¼ ξZ þ ξ0Z0, e being the
elementary electric charge. The lattice constants C, η and ζ
are given in Table I for different crystal lattice types. Note
that in the limiting case of homogeneous crystal structures,
fðZ; ZÞ ¼ Z2=3 is independent of η and ζ.

fcc bccsc hcp

FIG. 1. Heterogeneous crystal structures with ion species A
ZX (black circles) and A0

Z0X0 (white circles) : simple cubic lattice (sc), face-
centered cubic lattice (fcc), body-centered cubic lattice (bcc), and hexagonal close-packed (hcp). The fractions of ions A

ZX and A0

Z0X0 are
equal to ξ ¼ 1=2 and ξ0 ¼ 1=2, respectively, in all but the fcc lattice. In this latter case, these fractions are ξ ¼ 3=4 and ξ0 ¼ 1=4.

CHAMEL et al. PHYSICAL REVIEW D 90, 043002 (2014)

043002-2

Figura 3.2: Estructuras cristalinas heterogéneas cúbica simple (sc), cúbica centrada en las caras

(fcc), cúbica centrada en el cuerpo (bcc) y hexagonal compacta (hcp). En todos los casos, los iones
A
ZX se representan por ćırculos negros y los iones A′

Z′X
′ con ćırculos blancos.

Estructura C η ζ (1− η − ζ) ξ

sc −1,418649 0,403981 0,403981 0,192037 1/2

fcc −1,444141 0,654710 0,154710 0,190580 3/4

bcc −1,444231 0,389821 0,389821 0,220358 1/2

hcp −1,444083 0,345284 0,345284 0,309433 1/2

Tabla 3.1: Parámetros C, η, ζ y (1 − η − ζ) de la red para diferentes estructuras cristalinas he-

terogéneas [48, 50] obtenidos mediante el método de Coldwell-Horsfall y Maradudin, y fracción de

iones del tipo A
ZX consideradas.

La corrección a la presión introducida al tener en cuenta la red es:

PL =
εL
3
. (3.16)

Luego, la densidad de enerǵıa total y las presiones, i. e., las ecuaciones de estado se modifican

debido a la enerǵıa y la presión de la red, y quedan:

E = mXNX +mX′NX′ −mN(x, 0, B) +m4χ(x,B) + εL, (3.17a)

P‖ = m4Φ+(x,B) + PL, (3.17b)

P⊥ = m4Φ−(x,B) + PL, (3.17c)

donde la función m4χ(x,B) se corresponde con la densidad de enerǵıa del gas de electrones:

χ(x,B) = χ(x) +
1

12π2

(
B

Bc

)2
[√

x2 + 1

x
− ln

(
x+

√
x2 + 1

)]
; (3.18)

mX (mX′) y NX (NX′) son, respectivamente, la masa en reposo del átomo A
ZX (A′

Z′X
′), y la densidad

de los iones de tipo correspondiente. Para no contar doblemente los electrones, se sustrajo el término

mN(x, 0, B).

Usando la condición de neutralidad de carga:

N(x, 0, B) = ZNX + Z′NX′ , (3.19)
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se obtiene:

NX =
ξ

Zξ + (1− ξ)Z′N(x, 0, B), (3.20)

NX′ =
1− ξ

Zξ + (1− ξ)Z′N(x, 0, B). (3.21)

Si consideramos el caso homogéneo, donde solo tenemos un tipo de ión en la red cristalina, la

enerǵıa de la red se reduce a:

εL = Ce2[N(x, 0, B)]4/3Z2/3, (3.22)

y la condición de neutralidad de carga a:

N(x, 0, B) = ZNX. (3.23)

Teniendo en cuenta, además, que la densidad de enerǵıan en reposo del átomo A
ZX es:

mXNX =
A

Z
mNN(x, 0, B) +mN(x, 0, B), (3.24)

podemos reescribir las ecuaciones de estado como:

E =
A

Z
mNN(x, 0, B) +m4χ(x,B) + εL, (3.25a)

P‖ = m4Φ+(x,B) + PL, (3.25b)

P⊥ = m4Φ−(x,B) + PL, (3.25c)

Nótese que en este caso, la enerǵıa es la suma de la expresión obtenida cuando solo se considera

el aporte de la masa en reposo de los iones (3.11) con la enerǵıa de la red (3.15), y que esta última

depende únicamente del parámetro C, el cual vaŕıa según la red utilizada.

En la Figura 3.3 se muestran los gráficos de las ecuaciones de estado para una red bcc homogénea

formada por 12C, que comparamos con las correspondientes al caso de part́ıculas no interactuantes

en la Figura 3.4.
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Figura 3.3: Ecuaciones de estado de EBs compuestas de 12C (A/Z = 2) para la red cristalina

homogénea de tipo bcc.

part́ıculas no interactuantes

part́ıculas interactuantes

(iones en una red bcc)

Figura 3.4: Comparación entre las ecuaciones de estado representadas en las Figuras 3.1 y 3.3.

Nótese que al introducir la corrección las ecuaciones de estados se suavizan.
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Caṕıtulo 4

Ecuaciones de estructura

La estructura de una estrella está determinada por la dependencia con el radio de las magnitudes

termodinámicas y los coeficientes métricos. Para obtener dicha relación se emplean las ecuaciones

de Einstein, que vinculan las ecuaciones de estructura y las ecuaciones de estado.

En este caṕıtulo, se discute las soluciones de las ecuaciones de estructura en la geometŕıa esférica

usada habitualmente, y una geometŕıa axisimétrica [19, 20], más adecuada para nuestro problema

debido a la anisotroṕıa que introduce el campo magnético. Las EdE utilizadas son las obtenidas

previamente en el Caṕıtulo 3.

4.1. Ecuaciones de Einstein

La Teoŕıa General de la Relatividad (TGR) tiene como premisa que la gravitación es la mani-

festación dinámica de la curvatura del espacio-tiempo; y ha sido validada experimentalmente por

los efectos que predice [52] y no se justifican mediante la teoŕıa de la relatividad especial [53], como

las trayectorias curvas de los rayos de luz, el corrimiento hacia el rojo de un fotón bajo la influencia

del campo gravitatorio, la precesión en la órbita de Mercurio, entre otros [52].

En la TGR, la curvatura del espacio-tiempo se debe al flujo de materia-enerǵıa. Luego, las

ecuaciones de campo deben tener como fuente al tensor de enerǵıa-momento Tµν , que es un tensor

de segundo orden. Por lo tanto, la curvatura del espacio-tiempo debe expresarse por un tensor de

curvatura de igual orden. Las ecuaciones de Einstein establecen este v́ınculo entre el contenido de

materia en el espacio-tiempo y la curvatura del mismo [52]:

Gµν = κTµν , (4.1)

donde xµ = (x4, ~x), κ = 8πG, siendo G la constante de gravitación (ver Tabla A.1 en el Apéndice

A). El tensor de Einstein:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν , (4.2)

está determinado por el tensor de Ricci:

Rµν = Γαµν,α − Γαµα,ν + ΓαµνΓβαβ − ΓβµαΓανβ , (4.3)
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y por el escalar de Ricci R = Rµµ, que dependen de segundas derivadas de la métrica a través de

los ı́ndices de Christoffel Γαµν :

Γαµν =
gαβ

2
(gβµ,ν + gνβ,µ − gµν,β). (4.4)

Los tensores que aparecen en las ecuaciones de Einstein son simétricos, de modo que en 4

dimensiones tienen 10 componentes independientes. Dada la libertad de elección de las cuatro

coordenadas del espacio-tiempo, las ecuaciones independientes se reducen a 6. Las ecuaciones de

Einstein son un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales con alta complejidad, por

lo que es dif́ıcil encontrar soluciones exactas.

Dadas las condiciones extremas de masas, radios y densidades que presentan los objetos com-

pactos, las correcciones de la Teoŕıa General de la Relatividad a las ecuaciones de Newton son im-

portantes para una correcta descripción del equilibrio hidrostático. Particularmente, en una enana

blanca la aproximación Newtoniana arroja buenos resultados, pero una correcta predicción de la

masa máxima de estas estrellas debe hacerse utilizando la TGR.

En este trabajo, usaremos como fuente el tensor de enerǵıa-momento presentado en el Caṕıtulo

2, teniendo en cuenta las ecuaciones de estado obtenidas en el Caṕıtulo 3.

4.2. Simetŕıa esférica: Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

Para describir una estrella estática en equilibrio se emplea generalmente la métrica esférica:

ds2 = −e2Φ(r)dt2 + eΛ(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (4.5)

Utilizando la métrica (4.5), la ecuación (4.1) y la ley de conservación de la enerǵıa (Tµν;ν = 0)

podemos encontrar las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) [8,52]:

dM

dr
= 4πr2E(r), (4.6a)

dP

dr
= −(E(r) + P (r))(M(r) + 4πP (r)r3)

r2 − 2rM(r)
, (4.6b)

cuyas soluciones describen las configuraciones de estrellas estáticas y con simetŕıa esférica.

Para resolver el sistema de ecuaciones (4.6) utilizamos las ecuaciones de estado paramétricas

halladas en el Caṕıtulo 3. El radio R y la masa correspondiente M de la estrella se determinan

imponiendo la condición de presión cero P (R) = 0. La presión central queda fijada por la EdE,

P (0) = Pc, y M(0) = 0. Las funciones M(r) y P (r) resultantes para momentum de Fermi x = 20 y

B = 0, por ejemplo, se comportan según la Figura 4.1.

Dada una EdE, existe una familia única de estrellas parametrizadas por la densidad de enerǵıa

central, que especifica un modelo de secuencias estelares M = M(Ec), R = R(Ec). Estos resultados

se presentan mediante una curva donde cada punto representa una estrella de masa M y radio R

en equilibrio hidrodinámico (diagrama masa-radio).

No todas las ramas de una secuencia M-R son estables. El problema de Sturm-Liouville corres-

pondiente para los modos de oscilación fue tratado por primera vez por Chandrasekhar en 1964 [54].

El criterio usual de estabilidad para las estrellas [55] es que un modo radial se vuelve estable o ines-

table en cada extremo de la función M(R). A medida que la densidad central aumenta, un modo
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Figura 4.1: Funciones (a) M(r) y (b) P (r). Ambas se obtuvieron al resolver las ecuaciones (4.6) con

Ec = EA/Z(20, 0, 0) en coordenadas esféricas. La curva continua corresponde configuraciones con

A/Z = 2, y la discontinua para A/Z = 2,15.

estable se vuelve inestable cuando la curva gira en contra de las manecillas del reloj, y un modo

inestable se hace estable donde la curva gira a favor de las manecillas del reloj.

4.2.1. Discusión de los resultados numéricos

En las ecuaciones TOV (4.6), obtenidas en simetŕıa esférica, aparece solamente una presión.

En los estudios que incluye presiones anisotrópicas debido al campo magnético, se ha justificado el

uso de estas ecuaciones de equilibrio hidrostático cuando el campo magnético es moderado o débil

porque la diferencia entre las presiones es pequeña y, o bien se aproxima P‖ = P⊥ o se usa la menor

de ellas [56].

En este caṕıtulo, hemos resuelto dichas ecuaciones de estructura para las presiones paralela y

perpendicular que aparecen en el Caṕıtulo 3, teniendo en cuenta la presencia del campo magnético

en el régimen de campo débil y distintas composiciones qúımicas. Además, los iones, que interactúan

entre ellos y con los electrones, se consideran distribuidos en una red cristalina.

Nuestros resultados muestran que para una presión y campo magnético dados, con la enerǵıa

como función de la composición, la masa es menor en tanto mayor sea A/Z (ver diferencia entre

la Figura 4.2a y la Figura 4.2c). Asimismo, los efectos de la corrección en las ecuaciones de estado

se manifiestan en las relaciones masa-radio, ya que la masa disminuye al introducir la presión y la

enerǵıa de la red (ver cambios en la Figura 4.2b respecto a la Figura 4.2a).

Por otra parte, en la Figura 4.2a, notamos que para una misma composición qúımica, a pe-

sar de la pequeña variación entre las EdE para la presión paralela y la correspondiente presión

perpendicular (Figura 3.1), las respectivas relaciones masa-radio obtenidas son distintas, y la di-

ferencia aumenta a medida que se incrementa el campo magnético. Este resultado ya hab́ıa sido

obtenido en [19, 20], donde se resolvieron las ecuaciones TOV para presiones anisotrópicas del gas

de electrones magnetizado no interactuante.

En la Figura 4.2 se aprecia que las masas obtenidas a partir de las soluciones para la presión
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Figura 4.2: Soluciones en simetŕıa esférica para distintas configuraciones. En (a) y (c) se emplearon

las ecuaciones de estado con componentes no interactuantes, mientras en (b) y (d) se incluye la

corrección debida a la interacción de los electrones con la red, para la red de tipo bcc.
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paralela y campos entre 1011 G y 1013 G (correspondientes a las obtenidas por Mathews [57] para

presión isotrópica) son mayores que las computadas en ausencia de campo. Además, no obtenemos

ninguna configuración estable de enanas blancas magnéticas cuyo valor máximo de masa sobrepase

el ĺımite de Chandrasekhar como ha sido propuesto en [15].

Por otra parte, en la Figura 4.3, se superponen con las masas y los radios observacionales de

algunas enanas blancas detectadas por el satélite Hipparcos [58], lo cual permite validar nuestro

modelo.
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Figura 4.3: Comparación con datos observacionales. En (a) se incluyen las soluciones para los com-

ponentes no interactuantes estudiadas en las Figuras 4.2a y 4.2c; mientras en (b) se grafican las

soluciones para componentes interactuantes presentadas en las Figuras 4.2b y 4.2d.

Consecuentemente nuestros resultados apuntan a que es un imperativo emplear una métrica

axisimétrica, apropiada para tomar en cuenta las ecuaciones de estado anisotrópicas que se derivan

de la inclusión de la presencia del campo magnético (ver Sección 4.3) aún cuando el campo magnético

sea considerado débil.

4.3. Simetŕıa ciĺındrica

Debido a la existencia de presiones anisotrópicas, nos propusimos estudiar la estructura de una

EB en una geometŕıa con simetŕıa axial, que es más “natural” para los sistemas de electrones

magnetizados. Por tanto, para obtener las ecuaciones de estructura utilizaremos la métrica:

ds2 = −e2Φ(r)dt2 + e2Λ(r)dr2 + r2dφ2 + e2Ψ(r)dz2, (4.7)

donde Φ, Λ, y Ψ son funciones de r solamente.

De las ecuaciones de Einstein en unidades naturales y de la conservación de la enerǵıa (Tµν;ν)
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Caṕıtulo 4. Ecuaciones de estructura

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales [59]:

P ′⊥ = −Φ′(E + P⊥)−Ψ′(P⊥ − P‖), (4.8a)

4πe2Λ(E + P‖ + 2P⊥) = Φ′′ + Φ′(Ψ′ + Φ′ − Λ′) +
Φ′

r
, (4.8b)

4πe2Λ(E + P‖ − 2P⊥) = −Ψ′′ −Ψ′(Ψ′ + Φ′ − Λ′)− Ψ′

r
, (4.8c)

4πe2Λ(P‖ − E) =
1

r
(Ψ′ + Φ′ − Λ′). (4.8d)

Las expresiones anteriores, junto a las EdE E(x) = E(x(P⊥)), y P‖ = P‖(x) forman un sistema de

ecuaciones en las variables P⊥, P‖, E, Φ, Λ, Ψ, Φ′, y Ψ′.

Las condiciones de frontera empleadas deben tener en cuenta los factores del tipo 1/r en (4.8).

Por tanto, se hace una expansión en serie de P⊥, Φ, Ψ, y Λ alrededor de r = 0. También, Ψ =

Φ = Λ = 0 en r = 0 para que los coeficientes métricos correspondientes sean igual a 1 en ese

punto y Ψ′ = Φ′ = 0 para que las soluciones en el eje z sean suaves. Con estas consideraciones, las

condiciones de frontera en el centro son:

P⊥(0) = P⊥0, (4.9a)

Φ(0) =
1

2
(P‖0 + 2P⊥0 + E0)(r2

0 − 2r0), (4.9b)

Ψ(0) =
1

2
(−P‖0 + 2P⊥0 − E0)(r2

0 − 2r0), (4.9c)

Φ′(0) = Ψ′(0) = Λ(0) = 0. (4.9d)

Además, se impone la condición P⊥(R⊥) = 0, para determinar el radio de la estrella en la

dirección ecuatorial (perpendicular).

Por hipótesis, en este modelo, todas las variables dependen solamente de la coordenada radial

(en el plano perpendicular al campo magnético). Luego, no es posible calcular la masa total de la

estrella como se hizo para el caso de simetŕıa esférica. Por tanto calcularemos la generalización para

la masa dada por Tolman [60]

MT =

∫ √−g(T 0
0 − T 1

1 − T 2
2 − T 3

3 )dV (4.10)

para la métrica ciĺındrica (4.7) no podemos calcular la masa, sino, la masa por unidad de longitud

(MT /R‖) [61]:

MT

R‖
= 4π

∫ R⊥

0
reΦ(r)+Ψ(r)+Λ(r)(E − 2P⊥ − P‖)dr (4.11)

4.3.1. Discusión de los resultados numéricos

Para la métrica ciĺındrica que presentamos en esta Sección, resolvimos las ecuaciones de estruc-

tura formadas por (4.8) y (4.11), con las ecuaciones de estado del Caṕıtulo 3. Al igual que en el caso

de simetŕıa esférica, hemos considerado la presencia del campo magnético débil y las composiciones

qúımicas ya discutidas.
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En este caso, las soluciones numéricas graficadas en la Figura 4.4, muestran que en la magnitud

(MT /M�)× (R⊥/R‖) se mantiene el efecto de disminución que se obteńıa para la masa al variar la

composición qúımica e introducir la corrección debida a las interacciones.

Sin embargo, a pesar de obtener un valor máximo para (MT /M�)× (R⊥/R‖), debemos aclarar

que esta no es la masa total de la estrella o masa de Schwarzchild, como se discute en [19,20].
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(c) 56Fe
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(d) 56Fe

Figura 4.4: Soluciones en ciĺındricas para distintas configuraciones. En (a) y (c) se emplearon las

ecuaciones de estado con componentes no interactuantes, mientras en (b) y (d) se incluye la correc-

ción debida a la interacción de los electrones con la red, para la red de tipo bcc.
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Conclusiones

El trabajo presentado en esta tesis ha consistido en estudiar tanto las ecuaciones de estado

como las de estructura de las enanas blancas magnetizadas, analizando los efectos de la anisotroṕıa

producida por el campo magnético, que da lugar a la presencia de dos presiones: una paralela al

campo y otra perpendicular a él. Además, se tiene en cuenta que los iones no están uniformemente

distribuidos y se encuentran formando una red cristalina, cuya estructura depende de la composición

qúımica de la estrella en cuestión. Por tanto, se ha incluido la corrección Coulombiana debida a la

interacción de los electrones con esa red cristalina para varios tipos de redes y distintas composiciones

qúımicas.

Podemos destacar los siguientes resultados relativos a las ecuaciones de estado:

Las observaciones astrof́ısicas para enanas blancas magnetizadas, reportan campos magnéticos

superficiales entre 103 G y 109 G, mientras que en el interior los campos magnéticos máximos

permitidos son de 1012 G. Esto justifica suponer campos magnéticos en el ĺımite de campo

débil (B < Bc = 4,41× 1013 G), lo que nos ha permitido obtener todas las magnitudes como

una corrección dependiente del campo magnético respecto a las correspondientes expresiones

no magnetizadas.

Las ecuaciones de estado que hemos obtenido para estudiar las enanas blancas magnetizadas

son más realistas que las empleadas en trabajos anteriores del grupo [20]. Incluyen la presencia

del campo magnético y la interacción Coulombiana entre los electrones y los iones distribuidos

en una red cristalina, cuya estructura depende de la composición qúımica de la estrella. Las

expresiones están escritas de forma general, para redes heterogéneas y homogéneas, que ofrecen

la posibilidad de considerar distintas composiciones qúımicas. Esto permite una gran libertad

para estudiar de los efectos de la corrección, que esencialmente disminuye la enerǵıa y la

presión del sistema.

Para obtener las expresiones de las enerǵıas y las presiones se siguieron los métodos de la

teoŕıa cuántica de campos a temperatura finita, lo cual garantiza que podamos generalizar

nuestros resultados, a pesar de haber tomado el ĺımite degenerado.

Con las ecuaciones de estado aśı obtenidas (anisotrópicas y considerando la interacción de los

electrones con la red), se han resuelto las ecuaciones de equilibrio hidrostático en simetŕıa esférica:

las llamadas ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV). Igualmente, se ha determinado las

soluciones de las ecuaciones de estructura en simetŕıa ciĺındrica que presentamos, más convenientes

al tomar en cuenta la anisotroṕıa de las presiones.

Entre los resultados relacionados con las ecuaciones de estructura sobresalen los que siguen:
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Caṕıtulo 4. Ecuaciones de estructura

Se resolvieron las ecuaciones TOV para las presiones anisotrópicas, obteniendo diferentes

configuraciones estables de masa y radio cuando es considerada una u otra presión. Esto

confirmó que aún en el ĺımite de campo débil, aplicable para EBs magnetizadas, es necesario

recurrir a una simetŕıa axisimétrica cuando existen presiones anisotrópicas.

Se reprodujeron los resultados isotrópicos obtenidos en [57], correspondientes con nuestra

presión paralela.

Como era de esperar, en el régimen de campo débil, los valores máximos de masas para

las configuraciones estables encontradas son siempre menores que la masa de Chandrasekhar

MCh = 1,44M�.

En simetŕıa ciĺındrica, como consecuencia de haber supuesto que los coeficientes métricos

solo dependen de r y no de las otras coordenadas espaciales (θ, z) [19, 20], no se encuentran

soluciones para los valores totales de las masas por lo que no podemos obtener los usuales

gráficos de masas y radios. Sin embargo, podemos obtener configuraciones de (MT /M�) ×
(R⊥/R‖) contra R⊥ con valores máximos.

Los resultados numéricos al introducir redes homogéneas, con un solo tipo de ión, formadas

por los elementos 4He, 12C, 16O, o 24Mg, que tienen A/Z = 2; y 56Fe, con A/Z = 2,15

muestran que según aumenta A/Z disminuye la masa (o la magnitud (MT /M�) × (R⊥/R‖)

en ciĺındricas).
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Recomendaciones

Para dar continuidad a este trabajo, sugerimos:

Complementar el estudio de las ecuaciones de estado teniendo en cuenta otras composiciones

qúımicas y otras redes cristalinas.

Considerar los efectos de la temperatura, que si bien no afectaŕıan mucho los observables

astrof́ısicos masas y radios, podŕıan tener implicaciones en los fenómenos de transporte de

enerǵıa que se dan en las enanas blancas, como la emisión de radiación (luminosidad) y la

emisión de neutrinos.

También, pudiera estudiarse la relación entre la intensidad del campo magnético de la estrella

y su temperatura [62].

Obtener ecuaciones de estructura en simetŕıa ciĺındrica suponiendo que los coeficientes métri-

cos dependen de todas las coordenadas espaciales y no únicamente de r, de manera que la

solución devuelva la masa total o la masa de Schwarzchild del objeto compacto.
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Apéndice A

Unidades y constantes f́ısicas usadas

En la tesis, se emplean las unidades naturales (UN) cuando se tratan aspectos cuánticos. En

este sistema:

~ = c = 1, [longitud] = [tiempo] = [masa]−1 = [enerǵıa]−1. (A.1)

Los cálculos y los resultados numéricos se realizaron en unidades nucleares, donde:

[longitud] = fm = 10−15m, [tiempo] = fm/c = 3× 10−24 s, [masa] = [enerǵıa] = MeV. (A.2)

En las expresiones de las propiedades termodinámicas que se obtuvieron en los Caṕıtulos 2 y 3,

para convertir de unidades naturales a las nucleares, se divide por (~c)3, con ~c = 197,327 MeV fm.

Por otra parte, la unidad del campo magnético usada es el Gauss (1 G= 10−4 T), correspondiente

al sistema CGS.

Magnitud F́ısica (Śımbolo) SI CGS UN

Velocidad de la luz (c) 2,998×108 m s−1 2,998×1010 cm s−1 1

Carga eléctrica del electrón (e) 1,602×10−19 C 4,803×10−10 erg1/2cm1/2 0.0854

Constante de Dirac (~) 1,054×10−34 J s 1,054×10−27 erg s 1

Masa en reposo del electrón (m) 9,109×10−31 kg 9,109×10−28 g 0.511 MeV

Constante de gravitación (G) 6,674×10−11 Nm2kg−2 6,674×10−8 cm−3g−1s−2

Tabla A.1: Principales constantes usadas expresadas en los sistemas SI, CGS y UN.

Magnitud F́ısica Śımbolo Valor Unidades (SI)

Masa M� 1,99× 1030 kg

Radio R� 6,96× 105 km

Temperatura efectiva T e� 5,778× 103 K

Densidad ρ� 1,410× 103 kg m−3

Luminosidad L� 3,846× 1026 W

Tabla A.2: Principales parámetros del Sol.

36



Apéndice B

Contribución estad́ıstica del potencial
termodinámico en el ĺımite de campo
magnético débil

Para obtener la contribución estad́ıstica del potencial termodinámico en el régimen de campo

magnético débil, emplearemos la fórmula de Euler-MacLaurin (2.29).

Si se aproxima hasta la segunda potencia en (eB), teniendo en cuenta el número de Bernoulli

B2 = 1/6, la función:

f(2eBl) =

(
µ−

√
p2

3 +m2 + 2eBl

)
Θ

(
µ−

√
p2

3 +m2 + 2eBl

)
, (B.1)

tal que f(∞) = 0 y f ′(∞) = 0, se obtiene:

eB
∞∑
l=0

(2− δl0)f(2eBl) ≈
∫ ∞

0
(2eB)f(2eBl)dl − 2(eB)2B2f

′(0). (B.2)

Por tanto, el potencial (2.28) queda:

Ωest(µ, 0, B) = − 1

4π2

∫ ∞
−∞

dp3

[∫ ∞
0

(2eB)f(2eBl)dl − 2(eB)2B2f
′(0)

]
. (B.3)

Si se define:

I = − 1

4π2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

(2eB)f(2eBl)dl, (B.4)

y y se toma el ĺımite clásico [63]:

p2
⊥ = 2eBl = p2

1 + p2
2, p⊥dp⊥ = eBdl, (B.5)

obtenemos:

I =

∫ ∞
−∞

dp3

∫ ∞
0

p⊥dp⊥

(
µ−

√
p2 +m2

)
Θ
(
µ−

√
p2 +m2

)
(B.6)

= − 1

4π3

∫
d3~p

(
µ−

√
p2 +m2

)
Θ
(
µ−

√
p2 +m2

)
. (B.7)
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Apéndice B. Contribución estad́ıstica del potencial termodinámico en el ĺımite de campo
magnético débil

Nótese que I es el potencial a campo cero (2.14). Para resolver la integral planteada, hacemos

un cambio de coordenadas. Queda:

Ω(µ, 0, 0) = − 1

π2

∫ ∞
0

p2
(
µ−

√
p2 +m2

)
Θ
(
µ−

√
p2 +m2

)
dp, (B.8)

= − 1

π2

∫ √µ2−m2

0
p2
(
µ−

√
p2 +m2

)
dp, (B.9)

resultando:

Ω(µ, 0, 0) = −m
4

4π2

[
µ
√
µ2 −m2

3m2

(
µ2

m2
− 5

2

)
+

1

2
ln

(
µ+

√
µ2 −m2

m

)]
. (B.10)

Sustituyendo (B.6) en (B.3):

Ωest(µ, 0, B) = Ω(µ, 0, 0) +
(eB)2B2

2π2

∫ ∞
−∞

dp3f
′(0). (B.11)

Por otra parte, teniendo en cuenta:

f ′(0) =
1

2


[

1− µ√
p2

3 +m2

]
δ

(
µ−

√
p2

3 +m2

)
−

Θ
(
µ−

√
p2

3 +m2
)

√
p2

3 +m2

 , (B.12)

J =

∫ ∞
−∞

dp3f
′(0) = − ln

(
µ+

√
µ2 −m2

m

)
, (B.13)

de donde el término asociado al campo, es:

ΩB = − m4

12π2

[
B

Bc

]2

ln

(
µ+

√
µ2 −m2

m

)
. (B.14)

Finalmente, podemos escribir la parte estad́ıstica del potencial termodinámico del gas degene-

rado de electrones en presencia de campo magnético como:

Ωest(µ, 0, B) = Ω(µ, 0, 0) + ΩB. (B.15)
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