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Resumen

El propédsito de esta tesis es obtener ecuaciones de estado mas realistas para describir la
materia que forma a las enanas blancas magnetizadas, y resolver con ellas las ecuaciones
de estructura de estos objetos compactos.

Las ecuaciones de estado se determinan teniendo en cuenta la aproximaciéon de campo
magnético débil B < B, (B, = 4,41 x 10'® Q) para el gas de electrones de la estrella.
El campo magnético, atin para los valores moderados presentes en las enanas blancas,
introduce presiones anisotrépicas. Ademads, consideramos la correccion a la energia y la
presién debida a la interaccion Coulombiana del gas de electrones con los iones localiza-
dos en una red cristalina. Al introducir esta correccién, disminuye la energia y la presiéon
del sistema, efecto que se magnifica al emplear elementos quimicos mas pesados.

Por otra parte, se resuelven las ecuaciones de estructura de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
en simetria esférica de manera independiente para la presién perpendicular y la para-
lela, lo cual confirma que es necesario utilizar ecuaciones de estructura acordes a la
axisimetria del sistema anisotropico. Por tanto, estudiamos las soluciones de las ecua-
ciones de estructura en coordenadas cilindricas. En este caso, se obtiene la masa por
unidad de longitud en vez de la masa total de la enana blanca.
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Introduccion

A medida que una estrella brilla, pierde, en un tiempo finito, su reserva de energia nuclear.
Cuando la ha agotado toda, sobreviene la llamada muerte estelar. En este momento, la presion del
gas caliente en el interior no puede soportar el peso de la estrella y esta colapsa. El remanente estelar
se conoce como objeto compacto (OC), y en dependencia de la masa de la progenitora, serd una
enanas blanca (EB), una estrella de neutrones (EN) o un agujero negro (AN) .

Nuestra galaxia estd poblada por miles de millones de enanas blancas, unos pocos cientos de
millones de estrellas de neutrones y probablemente, cientos de miles de agujeros negros. De todos
estos objetos, s6lo una pequena fraccién se ha detectado hasta el momento: miles de enanas blancas,
alrededor de 2 000 estrellas de neutrones y solo unas pocas docenas de agujeros negros [1,2].

Los objetos compactos tienen densidades extremadamente altas, de 10” gcm™ para las enanas

3 en el caso de las estrellas de neutrones', y son laboratorios naturales que no

blancas y 10* gcm™
se pueden describir obviando alguna de las cuatro fuerzas de la naturaleza: la débil, la fuerte, la
electromagnética y la gravitacional. Tales condiciones extremas no se han podido obtener en labo-
ratorios terrestres. Luego, solo disponemos de observables astrofisicos para inferir las propiedades
de objetos tan densos y masivos.

La primera enana blanca observada fue la compartiera de Sirio A (Sirio en aquel entonces),
cuando en 1844, el astronomo Friedrich Bessel noté un ligero movimiento de vaivén, como si a su
alrededor orbitara un objeto no visto. En 1863, Alvan Clark observé finalmente dicho objeto, que
se identificé como una enana blanca, llamada Sirio B.

Para los fisicos y astrénomos de principios del siglo XIX resultaba un desafio explicar qué fuerza
estaba compensando la atracciéon gravitacional en un astro como Sirio B, tan pequeno y poco
luminoso, pero tan masivo, ya que en un objeto asi han cesado las reacciones de fusién, por lo que
la presién térmica es muy débil y no puede contrarrestar la fuerza gravitacional.

La explicacion a este enigma aparece con las teorias cuanticas y la formulaciéon por Paul Dirac
en 1926 de la estadistica a la que obedecen los fermiones, bautizada posteriormente como estadistica
de Fermi-Dirac. Esta tiene en cuenta el Principio de exclusién de Pauli: dos fermiones (particulas
idénticas e indistinguibles) no pueden ocupar el mismo estado cudntico. De este modo, en diciembre
de 1926 R. H. Fowler [3] obtuvo que un gas de fermiones denso a temperatura cero es capaz de
ejercer una presion no nula que puede entonces sostener el colapso.

En 1925, el espectro de Sirio B confirmé que es una estrella con aproximadamente la misma
temperatura de Sirio A. Ambas estdn en 6rbita, una alrededor de la otra, y constituyen lo que se
llama un sistema binario, lo cual permitié que se determinaran sus masas usando la tercera Ley

"La densidad media de la Tierra es 5,514 gcm™ y la densidad nuclear es 2,04 x 10** gcm™>.



de Kepler, resultando masas de 2,3Ms y 1Mo" para Sirio A y B, respectivamente. También se
obtuvo un diametro de 10 000 km para Sirio B, mientras que el de Sirio A es 1 000 000 km. Estas
mediciones se refinaron con la ayuda del telescopio espacial Hubble en el 2005, siendo el didmetro
obtenido para Sirio B de 12 000 km ™ y la masa de 0,98 Mg, en concordancia con los resultados
previos.

Por otra parte, el descubrimiento del neutrén por James Chadwick en 1932 [4], condujo a Walter
Baade y Fritz Zwicky a proponer la existencia de ENs en 1934 [5]. Esta idea alcanzé relevancia en
1967, con el azaroso descubrimiento por Jocelyn Bell y Antony Hewish de la primera fuente de radio
(Pulsar, del inglés pulsating star), en el Radio Observatorio de Cambridge [6].

Las enormes densidades concentradas en espacios muy pequenos de los objetos compactos, hacen
que para estudiar su equilibrio hidrodindmico y describirlos se requiera la Teoria General de la
Relatividad (TGR), tomando la presién del gas degenerado de electrones/neutrones como la que
compensa la presion gravitacional. La aplicacién de la TGR, conduce a la existencia de valores
maximos para las masas de estos objetos.

En las EBs el limite méximo para la masa es de 1,44 M, y se conoce como masa de Chandrasekhar
[7]. Més alla de este valor, la presién degenerada del gas de electrones no puede compensar la presién
gravitacional. Ademés, tienen radios R < 1000 km y densidades de (107 —10%) gecm 3. Estas carac-
teristicas, junto con la baja luminosidad, hacen que las enanas blancas sean dificiles de detectar y
que se ubiquen a la izquierda de la secuencia principal en el Diagrama de Hertzsprung-Russell (ver
Seccién 1.1). Por otra parte, muchas EBs se localizan en sistemas binarios, en los que se deposita
material de la estrella companera en un disco de acrecién alrededor de la enana blanca, lo cual da
origen a las Supernovas Tipo Ia.

Asimismo, para las ENs se encuentran soluciones de masas entre 1,44Ms y 2M, radios entre 10
km y 20 km [8] y densidades que varfan en el rango de (107 — 10%%) gem ™3
densos en el universo. No son visibles con telescopios épticos y por tanto no podemos representarlas
en el Diagrama de Hertzsprung-Russell (ver Seccién 1.1).

En los ultimos 20 anos se ha recopilado una gran cantidad de datos observacionales de los
objetos compactos gracias a la construccion de radiotelescopios, el desarrollo de los satélites y de
instrumentos de deteccién de radiacién X y gamma para colocarlos en ellos.

, siendo los objetos méas

En la Tierra podemos mencionar una serie de radiotelescopios, el VLA (Very Large Array)
en Estados Unidos, el RTGM (Radio Telescopio Gigante en Metro-ondas) en la India, el ATCA
(Australia Telescope), el ALMA (Atacama Large Milimeter Array), y el SKA (Square Kilometer
Array). Destacan también, los experimentos de sondeo del espacio como el Hamburg/ESO Quasar
Survey, el Edinburgh-Cape survey y el Sloan Digital Sky Survey (SDSS).

El observatorio en satélite més conocido es el Telescopio Espacial Hubble (TEH), puesto en 6rbita
el 24 de abril de 1990 como un proyecto conjunto de la NASA (National Aeronautics and Space
Administration) y de la ESA (European Space Agency), que puede captar radiacién en el visible,
en el infrarrojo préximo y en el ultravioleta. E1 TEH ha tomado, por ejemplo, numerosos datos de
supernovas, enanas blancas y estrellas de neutrones. Su papel ha sido decisivo en la “caceria” de
Supernovas tipo la.

Actualmente se dispone ademéds de un conjunto de observatorios como el Observatorio de Rayos
X Chandra y el Observatorio de Rayos Gamma Compton, que se encuentran en érbita al igual

"My es la masa de Sol (ver Tabla A.2).
""Comparable con el didmetro de la Tierra: 12 742 km.



que el Hubble. Ellos estan en una posiciéon clave para obtener nuevas imagenes de alta resolucion
espectral y estudiar objetos compactos en sistemas aislados, binarios y en las regiones de galaxias
que muestran actividad energética inusual (AGN, en inglés Active galactic nucleus).

La presencia de elevados campos magnéticos caracteriza también a los objetos compactos. Las
observaciones permiten inferir los campos magnéticos superficiales, pero no son capaces de estimar
los valores en el interior. A las EBs se les atribuye campos magnéticos entre 103G y 109G [9]
V' en la superficie; en tanto para las ENs, se asocian campos magnéticos superficiales de 102 G
a los llamados radio pulsares y de 10> G a las nombradas Magnetars (Magnetic Stars-Estrellas
Magnéticas) [10].

Los valores de hasta 10?2 G pueden ser explicados por la amplificacién del campo magnético de
las estrellas progenitoras después de la explosién de la Supernova [10]. Sin embargo, intensidades
mayores, en particular los campos magnéticos asociados a las Magnetars, precisan de modelos méas
elaborados que atn estan en discusion [11]. Uno de ellos es el efecto dinamo: basado en la circulacién
del gas por conveccion dentro de la estrella.

Los campos magnéticos intensos modifican el comportamiento de la materia a escala microscopi-
ca y con ello la estructura estelar. Un estimado tedérico de los valores méximos de los campos
magnéticos que podrian llegar a tener estos objetos en el interior puede darse a través del teorema
escalar del Virial [12,13]. Esto significa equiparar la energia gravitacional con la magnética. Para
EBs encontramos que los campos magnéticos estimados para masas de M = 1,1My y radios de
R = 0,02R, son como maximo de aproximadamente 10'? G; en tanto para ENs encontramos que si
la masa es M = 1,44M, y el radio R = 10° cm= 10"*R, se obtiene un campo magnético maximo
del orden de 10'® G.

Recientemente, han sido reportadas observaciones de supernovas tipo Ia SN 2006gz, SN 2007if,
SN 2009dc, SN 2003fg con valores de luminosidad muy elevados y baja energia cinética [14]. Estas
supernovas han tratado de ser explicadas [15-17] a partir EBs progenitoras con masas mayores que
el limite de Chandrasekhar impuesto por la teoria.

En particular, se ha asociado la presencia de campos magnéticos fuertes (10'* — 10'°) G en las
EBs, como la causa de que lleguen a tener masas mayores que las de Chandrasekhar [15]. Tenien-
do en cuenta que estos modelos fueron construidos ignorando aspectos microfisicos y macrofisicos
esenciales, en [18] y [19] han sido descartados.

La motivacién de esta tesis parte del intento de estudiar el papel que juega la presencia de campos
magnéticos en las enanas blancas y construir modelos més realistas, tanto para las ecuaciones de
estado como para las ecuaciones de estructura de las EBs magnetizadas.

Para ello, nos hemos propuesto:

= Estudiar una ecuacion de estado que describa de manera mas realista una EB magnetizada,
considerando no solo el papel del campo magnético, sino también la presencia de la interaccién
de los electrones y los iones, que forman una red cristalina. Esto presupone considerar el plasma
de electrones e iones de la estrella en presencia de campo magnético. Usaremos el limite de
campo débil B < B, (B, = 4,41 x 10'3 G), ya que los campos magnéticos inferidos para EBs
son de hasta 109 G en la superficie y 10!? G en el interior.

= Resolver las ecuaciones de estructura de dichos objetos en el marco de la Teoria General de
la Relatividad, lo cual nos permite obtener los observables macroscépicos: masas y radios.

"YEl campo magnético terrestre es de 0,5 G.



Analizaremos las soluciones de las ecuaciones de estructura para simetria tanto esférica como
cilindrica. Esta tltima es mas realista debido a la anisotropia en las presiones que introduce
el campo magnético.

La tesis complementa y le da continuidad al trabajo [20], donde se estudié tanto las ecuaciones
de estado como las de estructura para una EB magnetizada. El gas magnetizado degenerado de
electrones en [20] fue considerado libre y no se tomaron en cuenta las interacciones con los iones.
Partiremos tal y como se hizo en [20], de suponer que el campo magnético que existe en la estrella
es dipolar y constante. No pretendemos abordar los mecanismos que lo producen ni sus origenes.

La validez de la aproximacion de campo magnético constante se debe a que, aunque la intensidad
del campo magnético varia algunos 6rdenes desde el nicleo de la estrella a la superficie, la escala de
variaciéon del mismo dentro de la estrella es mucho mayor que la variacién de la escala del campo
magnético microscépico [21]. Es decir, la escala microscépica magnética estd dada por la longitud
magnética [, ~ 1/eB y se satisface ampliamente que R > [,,, donde R es el radio de la estrella y
tiene un valor aproximado de 1 000 km (20 km), para EBs (ENs).

Hemos organizado la tesis en cuatro capitulos, dos apéndices y finalmente, las conclusiones y
recomendaciones y la bibliografia. Los resultados originales de la tesis y las contribuciones del autor
a la tematica se incluyen en los Capitulos 3 y 4.

= Kl Capitulo 1, a modo introductorio, presenta las caracteristicas fundamentales de la enanas
blancas y las enanas blancas magnetizadas.

= En el Capitulo 2, partiendo del tensor de energia-momento de un gas degenerado de electrones
en ausencia y presencia de campo magnético, se obtienen las propiedades termodinamicas
correspondientes.

= En el Capitulo 3, se analizan las ecuaciones de estado anisotrépicas para enanas blancas no
magnéticas y enanas blancas magnetizadas en el limite de campo débil. Se considera ademads
la inclusién de la interaccion de los electrones con la red cristalina y se consideran distintas
composiciones quimicas.

= En el Capitulo 4, se utiliza las ecuaciones de estado previamente obtenidas para resolver las
ecuaciones de estructura en simetria esférica, discutiendo el impacto de la anisotropia de las
presiones en las relaciones masa-radio. Ademds, se resuelven las ecuaciones de estructura en
simetria cilindrica.



Capitulo 1

Enanas blancas

El estudio de la estructura de las enanas blancas entrana la creaciéon de modelos en los que
se tiene en cuenta las propiedades microfisicas de las mismas para construir ecuaciones de esta-
do correspondientes. Una vez obtenidas las ecuaciones de estado, se resuelven las ecuaciones de
estructura, cuya solucién devuelve distintas configuraciones para los observables macroscépicos.

En este capitulo discutiremos de forma sintetizada el proceso de evolucion estelar para estrellas
de masa pequena, asi como las caracteristicas principales de las enanas blancas y las enanas blancas
magnéticas.

1.1. Evolucidén estelar

De manera general, la evolucion estelar puede describirse como una lucha entre la fuerza gravi-
tatoria, que desde la formacién de una estrella a partir de una nebulosa, tiende a comprimirla; y
la fuerza nuclear proveniente de las reacciones de fusién, fisién y desintegracién radiactiva, que se
opone a la contracciéon. Eventualmente el combustible nuclear se agota, y la estrella colapsa gravi-
tacionalmente. Cémo se desarrolle especificamente este proceso, depende de las caracteristicas de
la estrella, particularmente de la masa y la composicién.

Los elementos quimicos presentes en una estrella determinan las lineas de absorcion observadas
en los espectros estelares, que se disponen en una secuencia continua seguin la intensidad de las
lineas. A modo de clasificacién, se designan los tipos O, B, A, F, G, K, L, M, y T, que conforman
el llamado sistema de Harvard, desarrollado en el Observatorio de Harvard a inicios del siglo XX.

Inicialmente, dicha clasificacién cubria desde las estrellas azules més calientes de tipo O hasta
las més frias de clase M, pero posteriormente se le han ido afiadiendo otras letras, como la T para
las infrarrojas. Ademsds, se utilizan los subindices del 0 al 9 para indicar las sucesiones dentro de
cada clase, donde A0 especifica las estrellas méas calientes de la clase A, mientras que A9 se refiere
a las mas frias.

A partir del tipo espectral, la temperatura, y la ley de Stefan-Boltzmann R ~ v/L /T? (siendo
R el radio de la estrella, L su luminosidad y 7' la temperatura efectiva), vemos que dada una
temperatura, las estrellas mas luminosas tienen mayores dimensiones.

Esta relacién se muestra en el Diagrama de Hertzsprung-Russell o Diagrama H-R (Figura 1.1),
que fue desarrollado de manera independiente a inicios del siglo XX por Ejnar Hertzsprung y Henry
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Norris Russell. El grafico original de Hertzsprung mostraba la luminosidad de las estrellas en funcién
de su color, en tanto el de Russel representaba la luminosidad contra la clase espectral.

10°
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Figura 1.1: Diagrama H-R.

En la Figura 1.1 se observa que las estrellas se agrupan en regiones definidas, lo cual permite
localizar, por ejemplo, las gigantes y las enanas blancas. La diagonal que va desde el extremo
superior izquierdo hasta el inferior derecho se conoce como secuencia principal. La relacién entre la
luminosidad y el brillo en la secuencia principal indica que la posiciéon de cada estrella depende de

Su masa.

En particular, el remanente luego de la llamada muerte estelar, estd condicionado por la masa
inicial de la estrella, como aparece en la Tabla 1.1. Los valores dependen de las observaciones vy,
aunque en general concuerdan con los tabulados, varian de un autor a otro.
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Capitulo 1. Enanas blancas

Rango de masa aproximado Resultado esperado
0,08Ms S M < 10Mg Enana blanca y nebulosa planetaria.
10Mg S M < 25Mg Estrella de neutrones y supernova.
256Ms < M < 60Mg Agujero negro y supernova o explosion de rayos gamma.

Tabla 1.1: Posibles destinos de las estrellas estables como funcién de la masa [10].

El ciclo de vida de las estrellas de masa pequena como nuestro Sol (Figura 1.2) comienza fu-
sionando hidrégeno. Cuando este elemento se agota, el nicleo se contrae sobre su propio peso y
las capas externas se expanden formédndose una gigante roja. Eventualmente, la temperatura del
nucleo es suficientemente alta para que se inicien las reacciones de fusion del helio. Esto hace que
la estrella se torne inestable, y causa que se eyecten las capas exteriores formando una nebulosa
planetaria. El niicleo remanente es una enana blanca.

Figura 1.2: Representaciéon de la evoluciéon de estrellas como el Sol.

Para estrellas de masas intermedias (3Mg < M < 9Mg), que terminan como enanas blancas de
carbono y oxigeno, el proceso evolutivo es similar.

Las estrellas pueden encontrarse formando sistemas binarios, y en el caso de que uno de los
componentes sea un OC, este puede interactuar con la otra estrella a través de un disco de acrecion
de masa. En un sistema binario con una EB, la acrecién de masa por parte de esta puede llevarla
a alcanzar la masa de Chandrasekhar. Los electrones y protones comienzan a reaccionar generando
neutrones (neutronizacién), y la estrella colapsa produciendo una Supernova tipo Ia.

Este tipo de supernovas son muy importantes en las mediciones de distancias en el universo
porque poseen una cantidad estandar de combustible y un mecanismo de explosién comtn (candelas
estdndar). Asi, con mediciones de distancias basadas en las Supernovas tipo Ia se ha inferido la
aceleracién de la expansién del universo [22] y la presencia de energia oscura [23].

Por otra parte, las EBs sin fuentes de energia termonuclear se enfrian con el tiempo, a medida que

7



Capitulo 1. Enanas blancas

radian su energia residual. Eventualmente, se convierten en enanas negras, las cuales cristalizaran
al final segin la teoria. Como contienen predominantemente carbono, son nombradas “diamantes
del Universo”.

1.2. Caracteristicas

Las enanas blancas tienen tipicamente masas medias de 0,663 M, [24], siendo las més pequenas
del orden de 0,17 M, [25], y las mayores aproximadamente 1,33 Mg [26]. Los radios caracteristicos se
estiman entre los 0,008 Rg v 0,02 Rg, lo cual es comparable con el radio de la Tierra Ry ~ 0,009 R

3 3

y las densidades en el interior varfan entre 10* g cm™3 y 10° g cm ™3, con densidad media 10% g cm™3.

Las temperaturas superficiales van desde 5 000 hasta 80 000 K.

Estéan formadas por una atmésfera de radio muy pequeno, por lo que puede despreciarse en los
modelos; y un ntcleo fundamentalmente de He, C y O, aunque pueden encontrarse elementos mas
pesados por efectos de acrecién de masa, ya sea del medio interestelar o de una companera. Su
clasificacién espectral se simboliza por la letra D (proveniente de dwarf, enana en inglés), seguida
de una de las letras A, B, C, O, Z, Q, en dependencia de la composicién de su atmosfera:

DA: atmdsfera rica en hidrégeno, con lineas fuertes de HI (constituyen el 80 % de las EBs).
DB: atmoésfera rica en helio, con lineas fuertes de Hel.

DC: espectro continuo.

DO: atmosfera rica en helio, con lineas fuertes de Hell.

DZ: lineas fuertes de metales (por ejemplo Cal, Mgl, Fel, excluyendo al carbono).

DQ: lineas fuertes de carbono.

superficie casi pura de He nucleo expuesto de
ionizado CyO

superficie casi superficie casi pura
pura de H envoltura de He neutro
de He

nucleo de
CyO

Figura 1.3: Composicion y estructura de algunas clases de enanas blancas.

1.3. Campos magnéticos en las enanas blancas

En 1970, Kemp [27] demostré que la radiacién proveniente de Grw+70°8247 [28] presentaba una
fuerte polarizacién circular. Posteriormente, las lineas espectrales observadas fueron identificadas

8



Capitulo 1. Enanas blancas

como lineas de hidrégeno desplazadas por efecto Zeeman en un campo magnético de aproximada-
mente (108 — 3,2 x 10%) G [29-31], por lo que fue clasificada como una enana blanca magnética
(EBM).

Actualmente, el nimero de enanas blancas magnéticas aisladas descubiertas asciende a aproxi-
madamente 250 con el campo magnético bien determinado y mas de 600 si se cuenta los objetos
donde el campo no se ha obtenido [32, y referencias encontradas en él].

También, existen sistemas binarios llamados variables cataclismicas magnéticas (VCMs) com-
puestos por una EBM y una estrella de la parte inferior de la secuencia principal muy proximas
entre si, en los que la enana blanca presenta un campo magnético lo suficientemente fuerte como
para afectar el disco de acrecion. Estos sistemas se dividen en dos grupos, en dependencia de la
intensidad del campo magnético: polares (estrellas de tipo AM Her) y polares intermedios (estrellas
de tipo DQ Her).

Los polares se caracterizan porque el momento magnético de la EBM, del orden de 1033 G cm? o
mayor, es suficiente para que las estrellas roten de forma sincronizada con periodo orbital (70— 480)
min. En cambio, el momento magnético de la EBM en los polares intermedios es menor que en el
caso de los polares, y no logra sincronizar la érbita de la EB con el periodo orbital del sistema. Hoy
dia, el nimero de VCMs listadas es de aproximadamente 170, aunque solo se tiene la intensidad del
campo magnético para la mitad de ellas, la mayor parte en un rango de (7 x 10° — 2,3 x 10%) G.

La intensidad del campo magnético superficial en las EBMs, varfa entre 102 G y 10° G, y dis-
tribuye segun la Figura 1.4. La topologia de los mismos puede llegar a ser bastante complicada,
aunque suele asumirse una configuracién dipolar [32, y referencias encontradas en él].

R5 — —

No. of DA MWDs

i

0
Log B (MG)

Figura 1.4: Distribucién de la intensidad del campo magnético en EBMs aisladas (negro), polares
(azul), y polares intermedios (rojo) [32].



Capitulo 1. Enanas blancas

Un resultado bien establecido es que las EBMs tienen masas mayores que las EBs que no
presentan campos magnéticos, cuya masa promedio es (0,663 £0,136) M. Para EBMs aisladas con
campos mayores que 10° G, la distribucién de masa tiene una masa media de (0,784 4 0,047) M, y
exhibe una cola que se extiende hasta el limite de Chandrasekhar (Figura 1.5).
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Figura 1.5: Distribucién de masa para EBMs [33], y EBs no magnéticas [34].
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Capitulo 2

Propiedades termodinamicas para un
gas degenerado de electrones

Las propiedades del gas degenerado de electrones han sido extensamente estudiadas [10, 35].
Estas son extremadamente importantes cuando se estudia las enanas blancas, ya que es la presion
de dicho gas lo que impide el colapso gravitacional de la estrella.

En este capitulo, partiendo del tensor de energia-momento, describimos las propiedades ter-
modindmicas de un gas de electrones, tanto en ausencia como en presencia de campo magnético,
obteniendo ecuaciones de estado apropiadas en cada caso. En particular, cuando el campo magnético
es distinto de cero, se analiza la anisotropia que este produce en las ecuaciones de estado.

2.1. Tensor de energia-momento

En aras de describir las propiedades termodinamicas del gas de electrones consideraremos ini-
cialmente el tensor de energia-momento de un gas de fermiones cargados en presencia de un campo
magnético, cuya obtencién siguiendo los métodos tradicionales de la teoria cudntica de campos a
temperatura finita [36-38], presentamos de forma resumida.

Partiremos de la definicion:

oL
7711/ = 8TWA,LL,Z/ - 5;LV£7 (2'1)
donde )
L= [(i0, — eAy) yu —m] + ZFWFW (2.2)

es la densidad Lagrangiana de Dirac, 7, las matrices de Dirac, 9 el campo fermiénico, A, el potencial
del campo electromagnético, F},, el tensor dual de Maxwell, m la masa del electrén y e la carga del
mismo.

El tensor de energfa-momento macroscépico es el promedio estadistico T}, = (7..), donde se
tiene en cuenta que el potencial termodinamico (2 pasa a ocupar formalmente el lugar de la densidad
Lagrangiana:

O_ _; In (et dos J d*oL(@a,d)y (2.3)

siendo 3 el inverso de la temperatura absoluta T'. Los detalles de estos célculos pueden verse en [38].
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Capitulo 2. Propiedades termodindamicas para un gas degenerado de electrones

Entonces, el tensor de energia-momento toma la forma [38]:

T = <Tg§2, + u?j) 04y Ops + 4FWFW§;Z2 — Q0. (2.4)
donde p es el potencial quimico de los electrones y positrones.

Como es conocido [36], en un sistema de referencia comévil con el gas, el tensor de energia—
momento tiene forma diagonal, y las presiones se obtienen de las componentes diagonales espaciales
del mismo, 111, Tho, y T33, mientras que la densidad de energia proviene de la componente Tyy. Si
el sistema estd en presencia de un campo magnético B orientado en la direccién z3 (xpy = (24,7))
las componentes no nulas del tensor (2.4) [38,39] toman la forma:

T44 =FE=T8+ /LN + Q, (2.5&)
Ty =T =P =-Q—-BM, (2.5b)
T33 = P” = —Q. (25C)

Las magnitudes F, N y M son respectivamente la densidad de energia, la densidad de particulas
y la magnetizacién. Ademds, en estas expresiones aparece una presién en la direccién paralela P y
otra en la perpendicular P, al campo magnético, debido a la ruptura de la simetria rotacional O(3)
que introduce B.

En el limite de campo magnético cero, se recupera la forma del tensor del fluido perfecto:

TMV = P(SW, — (P + E)54N Ou4, (26)
cuyas componentes no nulas espaciales se corresponden con la presién y la Ty4 es la energia:

Ty =Tn=T3=P=-0Q, (2.7a)
T44 =-F=-TS— IU,N - Q, (27b)

Es importante destacar que la contribucién de Maxwell F,, F'*”, también da lugar a presiones
anisotrépicas P = —P = Py = B?/87 con densidad de energia ¢ = Py [40]. No obstante, a
densidades de energfa tipicas de las enanas blancas E ~ (1077 — 1073) MeV fm 3, los efectos de
Py no seran notables para campos magnéticos B < 104 G, por lo que no tendremos en cuenta este
término [41].

Para obtener las presiones y la energia, tenemos que calcular el potencial termodinamico del
sistema. A continuacién, determinamos el potencial en ausencia de campo magnético (B = 0),
con el que se obtienen las ecuaciones de estado correspondientes; y luego realizamos el mismo
procedimiento para el campo magnético diferente de cero (B # 0).

2.2. Potencial termodinamico a campo magnético cero

Con el objetivo de obtener las propiedades termodinamicas del gas de electrones partiremos de
la expresion general para el potencial termodinamico:

3
Qu, T,0) = BlvTran = ;V Z/(%g In det G~ (p) (2.8)
ba

12



Capitulo 2. Propiedades termodindmicas para un gas degenerado de electrones

siendo Z la funcién de particién del ensemble gran canénico y G~1(p) el propagador fermiénico en
el espacio de los momentos:

G'(B) =[5y — ml, (2.9)
donde p = (ips — p, p1,p2,p3). La traza y el logaritmo en (2.8) se toman en el sentido funcional,
quedando entonces:

00 3
Q(p,T,0) = —;/0 (Z;;B > I [(pa +ip)® + €], (2.10)

con el espectro:
e =/p*+m? (2.11)

Partiendo de la ecuacién (2.10), realizamos la suma por py siguiendo el procedimiento de Mat-

subara [42]:
2 1
Py = (”;)W n=0,+1,+2, .. (2.12)
y obtenemos el potencial termodindmico del sistema:
1 € €—
e T,0) =~ /d3p In {(1 + e +M>> (1 + e “))} : (2.13)

donde [(1 4 e(“¥)8)]~1 son las distribuciones asociadas a las particulas y antiparticulas respectiva-
mente.

Si tenemos en cuenta que las temperaturas tipicas de las enanas blancas (107 K ~ 1073 MeV),
son mucho menores que la temperatura de Fermi T = 10° K (T/Tr = 1072 < 1), se justifica tomar
el limite degenerado T'= 0 (5 — o0). En este caso, el potencial termodindmico toma la forma:

-3 d?’ﬁ(M - \/m) ) (u —~ \/m) : (2.14)

donde la contribucion de los positrones se hace cero y la funcién de distribucién de los electrones se
transforma en la funcién paso unitario © (u — €):

1, > €
@(u—6)={ :

Qp,0,0) =

0, p<e.

Al resolver la integral planteada en (2.14) como se explica en el Apéndice B, resulta:

Q(u,0,0) = ot [/‘2_7”2 (;ﬂ _ 5) L (“"" W)] . (2.15)

472 3m?2 m2 2 2

2.3. Ecuaciones de estado para campo magnético cero

A partir de la expresién (2.15) para el potencial termodindmico, podemos hallar todas las mag-
nitudes termodindmicas del sistema. En particular la densidad de particulas:

a0y, 0,0
N(s,0,0) = ~ L), (2.16)
3
m- o3
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Capitulo 2. Propiedades termodindamicas para un gas degenerado de electrones

donde hemos introducido el momentum de Fermi adimensional x = pp/m, con pp = \/pu? — m?2.
Luego, obtenemos la energia y la presién del sistemas:

E(p,0,0) = Q(u,0,0) + p N (4, 0,0), (2.18a)
P(1,0,0) = —(,0,0), (2.18D)

cuyas expresiones determinan la ecuacién de estado.
En funcién del momento de Fermi, la ecuacién (2.18a) se transforma en:

E(x,0,0) = m*x(x), (2.19a)
x(x) = # [x\/m (227 +1) —In ( 2+ 1+ ac)] , (2.19Db)

y (2.18b) en:
P(z,0,0) = m*®(x), (2.20a)
O(r) = 8% [x\/ 2+ 1 (ga:z — 1> +1In ( z24+1+ x)} . (2.20b)

Para electrones relativistas (z > 1), se puede desarrollar las funciones y(z) y ®(x) en serie
de potencias de x en torno a infinito, quedando:

1 1 1
1
O(z) = 9.3 [$4 — 2%+ gln (2z) — g +.. ] . (2.21Db)

Por otra parte, para los electrones no relativistas (x < 1), es posible proceder expresando
Xx(z) y ®(x) como una serie de potencias de = en torno a cero:

1 3 3 5 3 7
X(x):?mz[x +Em ~ 56" +...], (2.22a)
1 5 5
d(z) = L L 2.22
(*) = 152 [“" at gt Tt ] (2.220)

2.4. Potencial termodinamico en presencia de campo magnético

Consideremos un gas de electrones magnetizado a temperatura finita. En presencia de un campo
magnético constante B dirigido segtn el eje x3. Podemos decir que el gas de electrones magnetizado
experimenta tres cambios importantes:

1. El propagador fermiénico se modifica siendo Gl_l(f)), con p = (ipy — p,0,v2eBl,p3). Con-
secuentemente la relacién de dispersién de los electrones [36,43] que resulta de resolver la
ecuacién de Dirac:

€ = \/p§ + m? + 2eBl, (2.23)

muestra cuantizacién de Landau de las frecuencias ciclotrénicas. Hemos designado con [ los
niveles de Landau.
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Capitulo 2. Propiedades termodindmicas para un gas degenerado de electrones

2. La densidad de estados se vuelve proporcional al campo magnético de manera que la integral
por los momenta en (2.13) se transforma segun:

2/ ])7—>zzg / E dps, (2.24)

donde ¢(I) = (2 — dj9) considera la doble degeneracién del espin para todos los niveles de
Landau excepto el [ = 0.

3. Como ya vimos en la Seccién 2.1, se rompe la simetria rotacional O(3), dando lugar a an-
isotropias en el tensor de energia-momentum. Esto produce una separacion de la presion en
dos componentes distinguibles: una a lo largo del campo (la presién paralela) y otra en la
direccion transversal (la presién perpendicular). Como resultado, las ecuaciones de estado son
anisotrépicas.

Por consiguiente, el potencial termodindmico toma la formas:

ot =0 " dpgzg {as guf(eeem) (eeam)]} @y

En la ecuacién (2.25), se pueden identificar dos términos: la contribucién del vacio (2.26a), y la
parte originada por el efecto estadistico del gas de electrones (2.26b) que depende de pu, T'y B.

eB
Qyac(0,0,B) = ~33 dp3 Zg e, (2.26a)
eB & _
Qest (0, T, B) = —m dp3 Zg )In K (EH'“)) (1 + eBle “)ﬂ . (2.26b)
Por tanto,
Q. T, B) = Qac(0,0, B) + Qe (1, T, B). (2.27)

Como argumentamos en la Seccién (2.2), nuestro interés es modelar enanas blancas magne-
tizadas. Para ellas, la aproximacién del gas degenerado es suficiente, de manera que el término
estadistico del potencial (2.27) queda:

[e.e]

B [o¢]
Qest (1,0, B) = = = (2= ) / dps (1 —€)O(u — &) (2.28)
1=0

—00

2.4.1. Limite de campo magnético débil (B < B.)

Se define el campo magnético critico de Schwinger B, = m?/e = 4,41 x 10'3 G, como el campo
magnético a partir del cual la energia ciclotrénica de los electrones eB/m? es comparable con su
masa en reposo. Este valor permite determinar dos regimenes: el llamado limite de campo magnético
débil (B < B.), y el limite de campo magnético fuerte B > B,.

Recordando que los campos magnéticos superficiales de las EBs estan entre 10 G y 10° G, y
que el valor del campo magnético en el centro de estas estrellas segtn el teorema del Virial escalar
puede llegar hasta 10'? G, en nuestro estudio tomaremos el limite de campo magnético débil.
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2.4.1.1. Contribucion estadistica

En la aproximacién de campo magnético débil (B < B.), la separacién entre los niveles de
Landau (~ eB) es pequena. Por tanto, podemos considerar el espectro discreto (2.23) como un
continuo, y reemplazar la suma en [ por una integral mediante la férmula de Euler-MacLaurin [44]:

eB (2~ b0 (2eBI) ~ /0  (2eB)f(2eBl)dl + (e B) f(c0)
=0

00 " 2k
+Z(2(2i))! By, [f%*l(oo)_f%il(o)]’ (2:29)
k=1

donde el potencial se expresa como funcién de las potencias del campo magnético, y hemos definido:

f(2eBl) = (u - \/ pi+m?+ 26Bl> © (u — \/ pi+m?+ 2631> . (2.30)

La validez de esta aproximacion se ilustra en la Tabla 2.1. En ella calculamos el niimero maximo
de niveles de Landau como funcién del campo magnético y el potencial quimico:

2 2
Lnaz = 1 [’”‘eBm] . (2.31)

Se denota como I[z] la funcién parte entera de z. Este nivel maximo se obtiene al tener en
cuenta que el momentum de Fermi debe ser positivo en la expresién del potencial Qest (14,0, B) [39].

lmax

p(MeV) B=5x10G B=5x10'G B=5x102G B=1013G
0,722663 2 200 219 22 2
1,61592 19 800 1979 198 19
2,6056 55 000 5 499 550 55
3,61332 107 800 10 779 1078 107
4,6273 178 200 17 819 1782 178
5,64418 266 200 26 619 2 662 266
6,66262 371 800 37 179 3718 371
7,68201 495 000 49 499 4 950 495
8,70202 635 800 63 579 6 358 635
9,72244 794 200 79 419 7 942 794
10,2328 880 000 87 999 8 800 880

Tabla 2.1: Nivel de Landau maximo para valores de i y B dados. En la aproximacién de campo
magnético débil (B < B.), hay suficientes niveles como para justificar el uso de la férmula de
Euler-MacLaurin para transformar la suma por los niveles de Landau en una integral.

Procediendo como se explica en el Apéndice B, obtenemos la parte estadistica del potencial
termodinamico del gas degenerado de electrones en presencia de campo magnético:

Qest(lu’aoaB) = Q(M,0,0) + QB) (232)

16
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donde el término asociado al campo magnético tiene la forma:

Op m [Brln (“ W) : (2.33)

- 1222 | B,

2.4.1.2. Contribucion del vacio

Retomemos el potencial (2.25). El término de vacio (2.26a) presenta una divergencia ultravioleta
no dependiente del campo magnético que se evita mediante una renormalizacién (ver el procedi-
miento detallado en [36]).

Después de renormalizar, queda la bien conocida expresiéon de Schwinger [45]:

1 * ds

1
—exp(—m?s) (esB coth(esB) — 1 — 3(esB)Q> , (2.34)

Qvac 0,0,B = T 5. 9
( ) 8n2 Jy &3

que en el limite de campo magnético débil es calculada en [46] y se reduce a:

m4 4
Dac(0,0, B) = 90(2n ) <§C> : (2.35)

Teniendo en cuenta que estamos considerando la aproximacién de campo magnético débil (B < B.),
podemos notar que (0,0, B) < Qp. Consecuentemente, el término dominante en este régimen
de campo magnético es el estadistico, y el de vacio serd despreciado en nuestros calculos.

2.5. Ecuaciones de estado en el régimen de campo magnético débil

Considerando el potencial termodinamico (2.32) del sistema, las ecuaciones de estado quedan:

E(/'L707B) = Qest(lu’ﬂoaB) +/'LN(M707‘B)7 (236&)
P|| (Ma 0, B) = —Qest (#7 0, B)v (236b)
Py (1,0, B) = —Qest (1,0, B) — BM (1,0, B). (2.36¢)

donde la densidad de particulas y la magnetizacién se determinan segun:

- aQeSt(M? 07 B)

N(u,0,B) = —on (2.37)
M(,0,B) = —W, (2.38)
En funcién del momento de Fermi adimensional, tenemos:
N(z,0,B) = N(x,0,0)+ Ng, (2.39)
3 2
Np = % [éj % (2.40)
M(z,0,B) = g;zBBéln (1:+ 1:2+1). (2.41)
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Luego, sustituyendo la forma explicita del potencial termodinamico Qest, la densidad de particu-
las N y la magnetizacién M dadas por las expresiones (2.32), (2.39) y (2.41) respectivamente,
podemos escribir las ecuaciones de estado, en funcién del momento de Fermi adimensional:

E(z,0, B) = E(x,0,0) + (QB +m NV + 1) , (2.42a)
Py(2,0, B) = P(,0,0) — Qp, (2.42b)
Py (z,0,B) = P(x,0,0) + Qp. (2.42c¢)

Notese que las expresiones anteriores muestran la energia y presiones como la suma de un término
no dependiente del campo magnético y otro que si es funcion de este.
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Capitulo 3

Ecuaciones de estado para enanas
blancas

Las ecuaciones de estado constituyen una parte fundamental en los estudios astrofisicos sobre
objetos compactos. Describen la microfisica del sistema a partir de la relacion entre la presion y la
densidad de masa o la densidad de energia del sistema, lo cual indica cuanto resiste la materia en
cuestién ante una compresion. En este sentido, los modelos para caracterizar la estructura de dichos
objetos compactos se nutren de ellas para completar la informaciéon que aportan a las ecuaciones
de equilibrio hidrodinamico.

Este capitulo abarca la parte original de la tesis, pues introduce la correccién electrostatica
debida a la interaccién entre las particulas, electrones e iones, que componen la enana blanca,
y la no uniformidad en la distribuciéon de los nucleones. A modo introductorio, presentamos las
ecuaciones de estado para un gas no interactuante.

3.1. Ecuaciones de estado en condiciones de equilibrio estelar

Las condiciones de equilibrio para las EBs establecen la neutralidad de carga (3.1) y la conser-
vacion del nimero de bariones (3.2):

N. = N, (3.1)
N, = N,+N,

Debido a que los protones y neutrones son aproximadamente 10% veces mds masivos que los
electrones, se comportan como fermiones no relativistas. Por tanto, en la expresién para la densidad
de energia (masa) debe considerarse la masa en reposo del nucleén my = 931,494 MeV, mientras que
el aporte del mismo a la presién en el caso degenerado es despreciable. Esto permite afirmar que es
precisamente la presién del gas degenerado de electrones lo que compensa la atraccién gravitacional,
evitando el colapso de la estrella.
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3.1.1. Enanas blancas

Al considerar la masa en reposo de los iones y el gas libre de electrones, la densidad de energia
para enanas blancas en ausencia de campo magnético es:

A
E(p,0,0) = 2(x,0,0) + p N(1,0,0) + ZmnN (g, 0,0), (3.3)

donde Z/A es el nimero de electrones por barién.
Esto nos permite definir la funcién:

X(%A/Z)—X(l’)"‘ygﬁx ; (3.4)
de manera que la densidad de energia queda:
Eajz(2,0,0) = m'x (2, 4/Z). (3.5)

3.1.1.1. Ecuacién politrépica

Las ecuaciones de estado formada por la energia (3.5) y la presién (2.20) son paramétricas en el
momentum de Fermi adimensional. Para las enanas blancas, usualmente se considera la condicion
mpy > m, y se escribe una ecuacién de estado politrépica:

P =kE", (3.6)
con .- .
1 (37%\ (A m
AlZ)= — | — —-—— . .
w(4/2) 3F<m4> <ZmN> (3.7)
Para electrones no relativistas (x < 1), los pardmetros I' y k(A/Z) tienen los valores
siguientes:
)
r=2, (3.8a)
w4)z) = L 3r2\ A m \PP 42162 x 1075 [ A\ (3.50)
-5 \mt Zmy) — MeVS/3 z) '

En el caso de electrones relativistas (x > 1), los valores de dichos pardmetros serfan:

4

=, (3.9a)

(/7)< L 302\ 2 A m \MP 85017 x 1075 [ A\Y? (3.9b)
& 4 \mt Z mpy T MeV4/3 Z ' '

A pesar de que no la utilizaremos en el presente trabajo, esta aproximacion es muy usada,
pues facilita los célculos tanto para las ecuaciones de estructura Newtonianas como para las obte-
nidas usando la TGR. Especificamente en el caso Newtoniano, el empleo de la ecuacién de estado
politrépica conduce a la conocida ecuacién de Lane-Emden [10].
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3.1.2. Enanas blancas magnetizadas en el régimen de campo débil (B < B,)

En la aproximacion de campo débil, si se tiene en cuenta la energia en reposo de los iones, la
energia (2.42a) del gas libre magnetizado de electrones toma la forma:

A
E(w,O,B) = EA/Z(LL’,O,O) + QB + <mv x2 +1+ ZmN> NB. (310)

Luego, podemos definir:
Eajz(x,0,B) = m* x(x,A/Z, B), (3.11a)

1 B\? my A
— = 2 B 2
x(z,A/Z,B) = x(z,A/Z) + 1972 < C) [ x4+ 1+ - ln<:c+ T —I—l)] . (3.11b)

Asimismo, podemos escribir las presiones como:

Py(2,0,B) = m" @ (z, B), (3.12a)
Py (2,0,B) =m*®_(x,B), (3.12b)
1

@(x)i% <§)21n (x+ x2+1)

C

Las ecuaciones de estado resultantes, en funcién del momento de Fermi adimensional x, para un
campo magnético dado, estdn determinadas por las ecuaciones (3.11) y (3.12), y se han graficado

en la Figura 3.1.

1.2x1073 s
44x107"
1x10~° 42x 107!
4.x 107"
—~ 8x1076
r? 38x 107"
E 6x10-5 36x 107"
%10~
g 34x10™"
g/ :
m _6 2x10°!! N -
4x10 e 5% 1077 9.x 107 95x1077 1.x 107 1.05x10°°
P B=0G
2x1076 _Py --PL B=5x10" G
7P” __PJ_ B:5X1012 G
0 _P, --P, B=10"G
0 2x1073 4x1073 6x1073 8x1073

E (MeV fm™>)

Figura 3.1: Ecuaciones de estado para configuraciones con A/Z = 2.
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Capitulo 3. Ecuaciones de estado para enanas blancas

Para una mejor visualizacién del comportamiento de las ecuaciones obtenidas, desarrollamos en
serie de Taylor las funciones x(z, A/Z, B) y ®+(x, B). En el caso de electrones no relativistas
(x < 1), escribimos x(x,A/Z,B) y ®4(z, B) como una serie de potencias de x en torno a cero,
donde:

1 B\? myA z a3
A/Z B) = A/Z — | = 1+ ——4+—=-——+... 1
X A/Z,B) =@ AI2) 4 s () [1+ IG5 5. (3.130)
1 1/B)\? 5’ 3P
P B)=®(z)t —=- | — - — 4 — 1
+(z, B) = (x) wﬂ4<3) Fx =t 8}+ (3.13b)

En cambio, para electrones relativistas (x > 1), el desarrollo en potencias de z es respecto
a infinito:

(2, A2, B) = x(2, A/Z) + —— EQ-ﬁ@é+f—f+ (3.14a)
XL, £/ 4, 5) = XiT 1272 \ B, mrZ "2 24| e
B\? In (2x)
& (z.B) = d(z)+ | — L. 14

3.2. Ecuaciones de estado para enanas blancas magnéticas con
particulas interactuantes

Al obtener las ecuaciones de estado anteriores, se consideré que las particulas componentes de
la enana blanca no interactian entre si, lo cual debe incluirse en un andlisis més realista. En este
sentido, existen varias correcciones, entre las que las electrostédticas y el decaimiento S inverso son
las mas importantes.

La principal correccion electrostética tiene en cuenta que las cargas positivas no estan distribui-
das uniformemente en el gas, sino que se concentran en los nicleos ionizados. Consecuentemente,
la energia y la presién de los electrones disminuye, ya que la distancia media entre los electrones es
mayor que la distancia media entre los electrones y los nicleos; y las fuerzas repulsivas son menores
que las atractivas.

En un gas no degenerado, estos efectos Coulombianos se hacen méas importantes a medida que
aumenta la densidad de electrones, mientras que en el limite degenerado, los iones se localizan en
una red cristalina que maximiza la distancia i6on-ién. En la literatura se pueden encontrar diferentes
aproximaciones para modelar la interaccién Coulombiana, cada una de ellas da una ecuaciéon de
estado diferente [47]. En este trabajo, utilizaremos la correccién descrita en los articulos [48-50],
que se basa en la ecuacién de estado de Baym-Petthick-Sutherland (BPS) [51].

Consideremos el sistema como un gas degenerado de electrones que rodea a una red de particulas
puntuales compuesta por dos tipos de iones: %X y %/X’ (Figura 3.2).

En este caso, la densidad de energia de la red se escribe como:

ys 122+ CZ (1= = Q)22
EZ+(1-9z)yB

e = Ce*[N(z,0, B)] (3.15)

donde £ es la fraccion de iones del tipo %X y & = 1—£ la fraccién de iones %,IX’ ; C, C y nson constantes
que dependen del tipo de red escogida (Tabla 3.1); y N(z,0, B) es la densidad de electrones dada
por las expresiones (2.17) y (2.39).
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Capitulo 3. Ecuaciones de estado para enanas blancas

sc

Figura 3.2: Estructuras cristalinas heterogéneas ctibica simple (sc), cibica centrada en las caras

(fce), cubica centrada en el cuerpo (bce) y hexagonal compacta (hep). En todos los casos, los iones
’ . / ,

%X se representan por circulos negros y los iones ‘%,X’ con circulos blancos.

Estructura C n ¢ (1-n—-¢ ¢
sc —1,418649 0,403981 0,403981  0,192037 1/2
fec —1,444141 0,654710 0,154710  0,190580  3/4
bee —1,444231 0,389821 0,389821  0,220358  1/2
hep —1,444083 0,345284 0,345284  0,309433  1/2

Tabla 3.1: Pardmetros C, n, (' y (1 —n — () de la red para diferentes estructuras cristalinas he-
terogéneas [48, 50] obtenidos mediante el método de Coldwell-Horsfall y Maradudin, y fraccién de
iones del tipo %X consideradas.

La correccién a la presion introducida al tener en cuenta la red es:

&:%, (3.16)

Luego, la densidad de energia total y las presiones, i. e., las ecuaciones de estado se modifican
debido a la energia y la presién de la red, y quedan:

E = mxNx + mxNx —m N(z,0, B) + m*x(z, B) + ¢, (3.17a)
Py =m'®, (z,B) + Py, (3.17b)
P, =m'®_(z,B) + Py, (3.17c)

donde la funcién m*x(x, B) se corresponde con la densidad de energfa del gas de electrones:

2\ Va2 11

. ; (3.18)

XWE;WHQ;GD

—ln(m—i— x2+1>

mx (mx/) y Nx (Nx/) son, respectivamente, la masa en reposo del dtomo X (%,/X’ ), v la densidad
de los iones de tipo correspondiente. Para no contar doblemente los electrones, se sustrajo el término
m N(x,0, B).

Usando la condicién de neutralidad de carga:

N(.CC, 0, B) = ZNx + Z/NX/, (319)
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Capitulo 3. Ecuaciones de estado para enanas blancas

se obtiene:
_ £
NX = mN(x,O,B), (320)
_ . 1-¢

Si consideramos el caso homogéneo, donde solo tenemos un tipo de ién en la red cristalina, la
energia de la red se reduce a:
e, = Ce*[N(z,0, B)]*/32%/3, (3.22)

y la condicién de neutralidad de carga a:
N(z,0,B) = ZNx. (3.23)
Teniendo en cuenta, ademas, que la densidad de energian en reposo del dtomo ‘%X es:
mxNx = gmNN(a:,(), B)+mN(zx,0,B), (3.24)

podemos reescribir las ecuaciones de estado como:

A

E= EmNN(ac, 0, B) + m*x(z, B) + €1, (3.25a)
P =m'®, (z,B) + Py, (3.25D)
P, =m*®_(z,B) + P, (3.25¢)

Nétese que en este caso, la energia es la suma de la expresiéon obtenida cuando solo se considera
el aporte de la masa en reposo de los iones (3.11) con la energia de la red (3.15), y que esta ultima
depende unicamente del parametro C, el cual varia segin la red utilizada.

En la Figura 3.3 se muestran los graficos de las ecuaciones de estado para una red bcec homogénea
formada por '2C, que comparamos con las correspondientes al caso de particulas no interactuantes
en la Figura 3.4.
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Figura 3.3: Ecuaciones de estado de EBs compuestas de >C (A4/Z = 2) para la red cristalina
homogénea de tipo bcc.
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Figura 3.4: Comparacién entre las ecuaciones de estado representadas en las Figuras 3.1 y 3.3.
Noétese que al introducir la correccién las ecuaciones de estados se suavizan.
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Capitulo 4

Ecuaciones de estructura

La estructura de una estrella estd determinada por la dependencia con el radio de las magnitudes
termodindmicas y los coeficientes métricos. Para obtener dicha relacién se emplean las ecuaciones
de Einstein, que vinculan las ecuaciones de estructura y las ecuaciones de estado.

En este capitulo, se discute las soluciones de las ecuaciones de estructura en la geometria esférica
usada habitualmente, y una geometria axisimétrica [19,20], méds adecuada para nuestro problema
debido a la anisotropia que introduce el campo magnético. Las EdE utilizadas son las obtenidas
previamente en el Capitulo 3.

4.1. Ecuaciones de Einstein

La Teoria General de la Relatividad (TGR) tiene como premisa que la gravitacion es la mani-
festacion dindamica de la curvatura del espacio-tiempo; y ha sido validada experimentalmente por
los efectos que predice [52] y no se justifican mediante la teoria de la relatividad especial [53], como
las trayectorias curvas de los rayos de luz, el corrimiento hacia el rojo de un fotén bajo la influencia
del campo gravitatorio, la precesién en la érbita de Mercurio, entre otros [52].

En la TGR, la curvatura del espacio-tiempo se debe al flujo de materia-energia. Luego, las
ecuaciones de campo deben tener como fuente al tensor de energia-momento 7),,, que es un tensor
de segundo orden. Por lo tanto, la curvatura del espacio-tiempo debe expresarse por un tensor de
curvatura de igual orden. Las ecuaciones de Einstein establecen este vinculo entre el contenido de
materia en el espacio-tiempo y la curvatura del mismo [52]:

G = KT, (4.1)

donde z,, = (x4,%), k = 871G, siendo G la constante de gravitacién (ver Tabla A.1 en el Apéndice
A). El tensor de Einstein:

1
G,uu = R,uu - iRg;wa (4'2)
esta determinado por el tensor de Ricci:

Ry =T%,,—T%,,+T%T0 — T8 1%, (4.3)
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Capitulo 4. Ecuaciones de estructura

y por el escalar de Ricci R = R, que dependen de segundas derivadas de la métrica a través de
los indices de Christoffel I}, :

e _ 9" 4.4
puv T(QB,U"V +gl’6’ﬂ - gﬂl’,ﬁ)‘ ( : )

Los tensores que aparecen en las ecuaciones de Einstein son simétricos, de modo que en 4
dimensiones tienen 10 componentes independientes. Dada la libertad de eleccién de las cuatro
coordenadas del espacio-tiempo, las ecuaciones independientes se reducen a 6. Las ecuaciones de
Einstein son un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales con alta complejidad, por
lo que es dificil encontrar soluciones exactas.

Dadas las condiciones extremas de masas, radios y densidades que presentan los objetos com-
pactos, las correcciones de la Teoria General de la Relatividad a las ecuaciones de Newton son im-
portantes para una correcta descripcion del equilibrio hidrostatico. Particularmente, en una enana
blanca la aproximacién Newtoniana arroja buenos resultados, pero una correcta prediccion de la
masa maxima de estas estrellas debe hacerse utilizando la TGR.

En este trabajo, usaremos como fuente el tensor de energia-momento presentado en el Capitulo
2, teniendo en cuenta las ecuaciones de estado obtenidas en el Capitulo 3.

4.2. Simetria esférica: Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
Para describir una estrella estatica en equilibrio se emplea generalmente la métrica esférica:
ds? = =2 a2 4 AW dr? 41246 + 2 sin? Odp? (4.5)

Utilizando la métrica (4.5), la ecuacién (4.1) y la ley de conservacién de la energia (T*",, = 0)
podemos encontrar las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) [8,52]:

% = 47r?E(r), (4.6a)
dP (E(r) + P(r))(M(r) + 47 P(r)r®)
dr r2 —2rM(r) ’ (4.60)

cuyas soluciones describen las configuraciones de estrellas estdticas y con simetria esférica.

Para resolver el sistema de ecuaciones (4.6) utilizamos las ecuaciones de estado paramétricas
halladas en el Capitulo 3. El radio R y la masa correspondiente M de la estrella se determinan
imponiendo la condicién de presién cero P(R) = 0. La presion central queda fijada por la EdE,
P(0) = P., y M(0) = 0. Las funciones M(r) y P(r) resultantes para momentum de Fermi x = 20 y
B =0, por ejemplo, se comportan segin la Figura 4.1.

Dada una EdE, existe una familia unica de estrellas parametrizadas por la densidad de energia
central, que especifica un modelo de secuencias estelares M = M (E.), R = R(E.). Estos resultados
se presentan mediante una curva donde cada punto representa una estrella de masa M y radio R
en equilibrio hidrodindmico (diagrama masa-radio).

No todas las ramas de una secuencia M-R son estables. El problema de Sturm-Liouville corres-
pondiente para los modos de oscilacién fue tratado por primera vez por Chandrasekhar en 1964 [54].
El criterio usual de estabilidad para las estrellas [55] es que un modo radial se vuelve estable o ines-
table en cada extremo de la funcién M(R). A medida que la densidad central aumenta, un modo
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Figura 4.1: Funciones (a) M (r) y (b) P(r). Ambas se obtuvieron al resolver las ecuaciones (4.6) con
E.= FE4/7(20,0,0) en coordenadas esféricas. La curva continua corresponde configuraciones con
A/Z =2,y la discontinua para A/Z = 2,15.

estable se vuelve inestable cuando la curva gira en contra de las manecillas del reloj, y un modo
inestable se hace estable donde la curva gira a favor de las manecillas del reloj.

4.2.1. Discusion de los resultados numéricos

En las ecuaciones TOV (4.6), obtenidas en simetria esférica, aparece solamente una presion.
En los estudios que incluye presiones anisotrdopicas debido al campo magnético, se ha justificado el
uso de estas ecuaciones de equilibrio hidrostatico cuando el campo magnético es moderado o débil
porque la diferencia entre las presiones es pequena y, o bien se aproxima P = P| o se usa la menor
de ellas [56].

En este capitulo, hemos resuelto dichas ecuaciones de estructura para las presiones paralela y
perpendicular que aparecen en el Capitulo 3, teniendo en cuenta la presencia del campo magnético
en el régimen de campo débil y distintas composiciones quimicas. Ademds, los iones, que interactian
entre ellos y con los electrones, se consideran distribuidos en una red cristalina.

Nuestros resultados muestran que para una presion y campo magnético dados, con la energia
como funcién de la composicién, la masa es menor en tanto mayor sea A/Z (ver diferencia entre
la Figura 4.2a y la Figura 4.2c). Asimismo, los efectos de la correccién en las ecuaciones de estado
se manifiestan en las relaciones masa-radio, ya que la masa disminuye al introducir la presién y la
energia de la red (ver cambios en la Figura 4.2b respecto a la Figura 4.2a).

Por otra parte, en la Figura 4.2a, notamos que para una misma composicién quimica, a pe-
sar de la pequena variacién entre las EdE para la presiéon paralela y la correspondiente presién
perpendicular (Figura 3.1), las respectivas relaciones masa-radio obtenidas son distintas, y la di-
ferencia aumenta a medida que se incrementa el campo magnético. Este resultado ya habia sido
obtenido en [19,20], donde se resolvieron las ecuaciones TOV para presiones anisotrépicas del gas
de electrones magnetizado no interactuante.

En la Figura 4.2 se aprecia que las masas obtenidas a partir de las soluciones para la presién
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FEcuaciones de estructura
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Figura 4.2: Soluciones en simetria esférica para distintas configuraciones. En (a) y (c) se emplearon
las ecuaciones de estado con componentes no interactuantes, mientras en (b) y (d) se incluye la
correccion debida a la interaccién de los electrones con la red, para la red de tipo bcc.
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paralela y campos entre 10'' G y 10'3 G (correspondientes a las obtenidas por Mathews [57] para
presion isotrépica) son mayores que las computadas en ausencia de campo. Ademads, no obtenemos
ninguna configuracion estable de enanas blancas magnéticas cuyo valor maximo de masa sobrepase
el limite de Chandrasekhar como ha sido propuesto en [15].

Por otra parte, en la Figura 4.3, se superponen con las masas y los radios observacionales de
algunas enanas blancas detectadas por el satélite Hipparcos [58], lo cual permite validar nuestro
modelo.

1.44 1.44]
P B=0G P B=0G
1.2 -P --PL B=5x10"' G 1.2 N » -P --PL B=5x10"' G
12 N Sirio B 12
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o] ©
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0.6 0.6
0.4 0.4
02 T 02 T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 /0.5 1.0 1.5 2.0
100 R/R,, 100 R/R,,

Figura 4.3: Comparacién con datos observacionales. En (a) se incluyen las soluciones para los com-
ponentes no interactuantes estudiadas en las Figuras 4.2a y 4.2c¢; mientras en (b) se grafican las
soluciones para componentes interactuantes presentadas en las Figuras 4.2b y 4.2d.

Consecuentemente nuestros resultados apuntan a que es un imperativo emplear una métrica
axisimétrica, apropiada para tomar en cuenta las ecuaciones de estado anisotrépicas que se derivan
de la inclusién de la presencia del campo magnético (ver Seccién 4.3) atin cuando el campo magnético
sea considerado débil.

4.3. Simetria cilindrica
Debido a la existencia de presiones anisotrdopicas, nos propusimos estudiar la estructura de una

EB en una geometria con simetria axial, que es mas “natural” para los sistemas de electrones
magnetizados. Por tanto, para obtener las ecuaciones de estructura utilizaremos la métrica:

ds? = —2®M) g% 4 2D gp2 4 1232 4 2V g2, (4.7)

donde ®, A, y ¥ son funciones de r solamente.

De las ecuaciones de Einstein en unidades naturales y de la conservacién de la energia (T"",)
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obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales [59]:

P, = —0®(E+P.)- V' (P.— P, (4.8a)
dne® (B + Py +2P1) = "+ (V + & —N)+ q;,’ (4.8b)
dne®M(E+ P —2P)) = —0' —W(¥ +& —A)— \IT’/ (4.8¢)

imPNP - B) = (W4 ® - ) (4.8d)

Las expresiones anteriores, junto a las EdE E(z) = E(x(PL)), y P| = Pj(z) forman un sistema de
ecuaciones en las variables Py, P, E, ®, A, ¥, &', y W',

Las condiciones de frontera empleadas deben tener en cuenta los factores del tipo 1/r en (4.8).
Por tanto, se hace una expansion en serie de P, ®, ¥, v A alrededor de » = 0. También, ¥ =
® = A =0 en r = 0 para que los coeficientes métricos correspondientes sean igual a 1 en ese
punto y ¥ = @& = 0 para que las soluciones en el eje z sean suaves. Con estas consideraciones, las
condiciones de frontera en el centro son:

P (0) = P, (4.92)
@(0) = L (Fo+2Pio+ Eo)(rf —2r0). (4.9)
¥(0) = %(—P\\o + 2Py — Eo)(r§ — 2r), (4.9¢)
¥(0) = W(0)=A0) =0, (4.90)

Ademas, se impone la condicién P, (R;) = 0, para determinar el radio de la estrella en la
direccién ecuatorial (perpendicular).

Por hipétesis, en este modelo, todas las variables dependen solamente de la coordenada radial
(en el plano perpendicular al campo magnético). Luego, no es posible calcular la masa total de la
estrella como se hizo para el caso de simetria esférica. Por tanto calcularemos la generalizacién para
la masa dada por Tolman [60]

My = /\/—g(Tg — T =T - T3)av (4.10)
para la métrica cilindrica (4.7) no podemos calcular la masa, sino, la masa por unidad de longitud
(Mr/Ry) [61]:

Ry
oo =4m / re* TV (B 2P, — Py)dr (4.11)
I 0

4.3.1. Discusion de los resultados numéricos

Para la métrica cilindrica que presentamos en esta Seccion, resolvimos las ecuaciones de estruc-
tura formadas por (4.8) y (4.11), con las ecuaciones de estado del Capitulo 3. Al igual que en el caso
de simetria esférica, hemos considerado la presencia del campo magnético débil y las composiciones
quimicas ya discutidas.
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En este caso, las soluciones numéricas graficadas en la Figura 4.4, muestran que en la magnitud
(M7 /Mg) x (R1/R)) se mantiene el efecto de disminucién que se obtenia para la masa al variar la
composicién quimica e introducir la correccién debida a las interacciones.

Sin embargo, a pesar de obtener un valor méximo para (M7/Mg) x (R /R)), debemos aclarar
que esta no es la masa total de la estrella o masa de Schwarzchild, como se discute en [19,20].
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Figura 4.4: Soluciones en cilindricas para distintas configuraciones. En (a) y (c) se emplearon las
ecuaciones de estado con componentes no interactuantes, mientras en (b) y (d) se incluye la correc-
cion debida a la interaccién de los electrones con la red, para la red de tipo bcc.
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Conclusiones

El trabajo presentado en esta tesis ha consistido en estudiar tanto las ecuaciones de estado
como las de estructura de las enanas blancas magnetizadas, analizando los efectos de la anisotropia
producida por el campo magnético, que da lugar a la presencia de dos presiones: una paralela al
campo y otra perpendicular a él. Ademas, se tiene en cuenta que los iones no estan uniformemente
distribuidos y se encuentran formando una red cristalina, cuya estructura depende de la composicién
quimica de la estrella en cuestion. Por tanto, se ha incluido la correccién Coulombiana debida a la
interaccion de los electrones con esa red cristalina para varios tipos de redes y distintas composiciones
quimicas.

Podemos destacar los siguientes resultados relativos a las ecuaciones de estado:

= Las observaciones astrofisicas para enanas blancas magnetizadas, reportan campos magnéticos
superficiales entre 103 G y 10 G, mientras que en el interior los campos magnéticos maximos
permitidos son de 102 G. Esto justifica suponer campos magnéticos en el limite de campo
débil (B < B. = 4,41 x 10*® G), lo que nos ha permitido obtener todas las magnitudes como
una correccion dependiente del campo magnético respecto a las correspondientes expresiones
no magnetizadas.

= Las ecuaciones de estado que hemos obtenido para estudiar las enanas blancas magnetizadas
son mas realistas que las empleadas en trabajos anteriores del grupo [20]. Incluyen la presencia
del campo magnético y la interaccion Coulombiana entre los electrones y los iones distribuidos
en una red cristalina, cuya estructura depende de la composicién quimica de la estrella. Las
expresiones estan escritas de forma general, para redes heterogéneas y homogéneas, que ofrecen
la posibilidad de considerar distintas composiciones quimicas. Esto permite una gran libertad
para estudiar de los efectos de la correccidén, que esencialmente disminuye la energia y la
presion del sistema.

= Para obtener las expresiones de las energias y las presiones se siguieron los métodos de la
teoria cuantica de campos a temperatura finita, lo cual garantiza que podamos generalizar
nuestros resultados, a pesar de haber tomado el limite degenerado.

Con las ecuaciones de estado asi obtenidas (anisotrépicas y considerando la interaccién de los
electrones con la red), se han resuelto las ecuaciones de equilibrio hidrostético en simetria esférica:
las llamadas ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV). Igualmente, se ha determinado las
soluciones de las ecuaciones de estructura en simetria cilindrica que presentamos, méas convenientes
al tomar en cuenta la anisotropia de las presiones.

Entre los resultados relacionados con las ecuaciones de estructura sobresalen los que siguen:
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Capitulo 4. Ecuaciones de estructura

Se resolvieron las ecuaciones TOV para las presiones anisotrépicas, obteniendo diferentes
configuraciones estables de masa y radio cuando es considerada una u otra presion. Esto
confirmé que atn en el limite de campo débil, aplicable para EBs magnetizadas, es necesario
recurrir a una simetria axisimétrica cuando existen presiones anisotrépicas.

Se reprodujeron los resultados isotrdpicos obtenidos en [57], correspondientes con nuestra
presion paralela.

Como era de esperar, en el régimen de campo débil, los valores maximos de masas para
las configuraciones estables encontradas son siempre menores que la masa de Chandrasekhar
Meyp = 1,44M.

En simetria cilindrica, como consecuencia de haber supuesto que los coeficientes métricos
solo dependen de 7 y no de las otras coordenadas espaciales (6, z) [19,20], no se encuentran
soluciones para los valores totales de las masas por lo que no podemos obtener los usuales
graficos de masas y radios. Sin embargo, podemos obtener configuraciones de (Mr/Mg) x
(R1/R) contra R con valores maximos.

Los resultados numeéricos al introducir redes homogéneas, con un solo tipo de i6n, formadas
por los elementos *He, '2C, 160, o 2*Mg, que tienen A/Z = 2; y *%Fe, con A/Z = 2,15
muestran que segin aumenta A/Z disminuye la masa (o la magnitud (Mr/Mg) x (R1/R))
en cilindricas).
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Recomendaciones

Para dar continuidad a este trabajo, sugerimos:

= Complementar el estudio de las ecuaciones de estado teniendo en cuenta otras composiciones
quimicas y otras redes cristalinas.

= Considerar los efectos de la temperatura, que si bien no afectarian mucho los observables
astrofisicos masas y radios, podrian tener implicaciones en los fenémenos de transporte de
energia que se dan en las enanas blancas, como la emisién de radiacién (luminosidad) y la
emisién de neutrinos.

También, pudiera estudiarse la relacién entre la intensidad del campo magnético de la estrella
y su temperatura [62].

= Obtener ecuaciones de estructura en simetria cilindrica suponiendo que los coeficientes métri-
cos dependen de todas las coordenadas espaciales y no tnicamente de r, de manera que la
solucién devuelva la masa total o la masa de Schwarzchild del objeto compacto.
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Apéndice A
Unidades y constantes fisicas usadas

En la tesis, se emplean las unidades naturales (UN) cuando se tratan aspectos cudnticos. En
este sistema:

h=c=1, [longitud] = [tiempo] = [masa] ™! = [energfa] L. (A.1)

Los célculos y los resultados numéricos se realizaron en unidades nucleares, donde:
[longitud] = fm = 107 %m, [tiempo] = fm/c =3 x 107%* 5, [masa] = [energfa] = MeV. (A.2)

En las expresiones de las propiedades termodindmicas que se obtuvieron en los Capitulos 2 y 3,
para convertir de unidades naturales a las nucleares, se divide por (Ac)3, con Ac = 197,327 MeV fm.

Por otra parte, la unidad del campo magnético usada es el Gauss (1 G= 10~* T), correspondiente
al sistema CGS.

Magnitud Fisica (Simbolo) SI CGS UN
Velocidad de la luz (c) 2,998 x 108 m s~! 2,998 x 100 cm 571 1

Carga eléctrica del electrén (e) 1,602x 10~ C 4,803%x 10710 erg!/2cm!/2  0.0854
Constante de Dirac (h) 1,054x 10734 J s 1,054 x 10727 erg s 1

Masa en reposo del electrén (m) 9,109x 103! kg 9,109x10728 g 0.511 MeV

Constante de gravitacién (G) 6,674x 107" Nm?kg=2 6,674x1078 cm3g1s72

Tabla A.1: Principales constantes usadas expresadas en los sistemas SI, CGS y UN.

Magnitud Fisica Simbolo Valor Unidades (SI)

Masa Mg 1,99 x 1030 kg

Radio Ro 6,96 x 10° km

Temperatura efectiva T 5,778 x 103 K
Densidad 7o) 1,410 x 103 kg m—3

Luminosidad Lo 3,846 x 1026 W

Tabla A.2: Principales parametros del Sol.
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Apéndice B

Contribucion estadistica del potencial
termodinamico en el limite de campo
magnético débil

Para obtener la contribucién estadistica del potencial termodinamico en el régimen de campo
magnético débil, emplearemos la férmula de Euler-MacLaurin (2.29).

Si se aproxima hasta la segunda potencia en (eB), teniendo en cuenta el nimero de Bernoulli
By =1/6, la funcién:

f(2eBl) = (u - \/p§ +m?2 + 2@Bl> © <u - \/pg +m?2 + 2eBl> , (B.1)
tal que f(oco) =0y f/(00) = 0, se obtiene:
eB 2(2 —610)f(2eBl) =~ / (2eB) f(2¢Bl)dl — 2(eB)*By f'(0). (B.2)
1=0 0
Por tanto, el potencial (2.28) queda:
a(4.0.8) =~ [ apy [ | Ceseenna - 2eBP B 0)|. (B.3)
—00 0
Si se define: . o oo
I=—— /OO/O (2¢B) f(2eBl)dl, (B.4)
y ¥y se toma el limite clasico [63]:
pt =2eBl=pi +p3,  pidp. =eBdl, (B.5)
obtenemos:
I= / dpg/ prdpy (u —Vp?+ m2) C] (u —Vp?+ m2> (B.6)
—o0 0
1 S
=13 d’p (u— vp2+m2)@(u— \/p2+m2)~ (B.7)
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Apéndice B. Contribucién estadistica del potencial termodindamico en el limite de campo
magnético débil

Nétese que I es el potencial a campo cero (2.14). Para resolver la integral planteada, hacemos
un cambio de coordenadas. Queda:

Q(p,0,0) = —% /OOOPQ (u — P+ m2) ) (u —Vp?+ m2) dp, (B.8)
1

= e p? (u —Vp?+ m2) dp, (B.9)

=3
resultando:
s, 0,0) = - [u—m (2 -2) (w wm)] e
472 3m? m? 2 2 m
Sustituyendo (B.6) en (B.3):
Oua(1:0,8) = 0(3,0,0) + “ELE [ i 10), (B.11)

Por otra parte, teniendo en cuenta:

@(u— p§+m2)
/ 1%
f(O):§ ll—pm 5<u—\/p§+m2>— NrERT : (B.12)

J= /OO dpsf'(0) = —In <’“‘+ W) , (B.13)

—0o0

de donde el término asociado al campo, es:

Qp=_ [Brln (“J’ W) . (B.14)

" 1272 | B.

Finalmente, podemos escribir la parte estadistica del potencial termodindmico del gas degene-
rado de electrones en presencia de campo magnético como:

Qest (11,0, B) = Q(11,0,0) + Q. (B.15)
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