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TRANSPORT PARALLELE ET CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE
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ABSTRACT. Deninger and Werner developed an analogue for p-adic curves of the classical correspondence
of Narasimhan and Seshadri between stable bundles of degree zero and unitary representations of the topo-
logical fundamental group for a complex smooth proper curve. Using parallel transport, they associated
functorially to every vector bundle on a p-adic curve whose reduction is strongly semi-stable of degree 0 a
p-adic representation of the fundamental group of the curve. They asked several questions: whether their
functor is fully faithful; whether the cohomology of the local systems produced by this functor admits a
Hodge-Tate filtration; and whether their construction is compatible with the p-adic Simpson correspondence
developed by Faltings. We answer these questions in this article.

RESUME. Deninger et Werner ont développé un analogue pour les courbes p-adiques de la correspondance
classique de Narasimhan et Seshadri entre les fibrés vectoriels stables de degré zéro et les représentations
unitaires du groupe fondamental topologique pour une courbe complexe propre et lisse. Par transport pa-
ralléle, ils ont associé fonctoriellement & chaque fibré vectoriel sur une courbe p-adique dont la réduction
est fortement semi-stable de degré 0 une représentation p-adique du groupe fondamental de la courbe. Ils se
sont posés quelques questions : si leur foncteur est pleinement fidéle ; si la cohomologie des systémes locaux
fournis par leur foncteur admet une filtration de Hodge-Tate; et si leur construction est compatible avec
la correspondance de Simpson p-adique développée par Faltings. Nous répondons & ces questions dans cet
article.

1. INTRODUCTION

1.1. Narasimhan et Seshadri [38] ont établi en 1965 une correspondance bijective entre ’ensemble des classes
d’équivalence de représentations unitaires irréductibles du groupe fondamental topologique d’une surface de
Riemann compacte X de genre > 2 et ’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés vectoriels stables de
degré 0 sur X. Deninger et Werner ont développé récemment un analogue partiel pour les courbes p-adiques
[14]. Leur construction est basée sur la notion de fibré fortement semi-stable sur une courbe en caractéristique
p > 0. Rappelons qu'un fibré vectoriel sur une courbe C propre et lisse sur un corps algébriquement clos
de caractéristique p est dit fortement semi-stable si ses images inverses par toutes les puissances entieres du
Frobenius absolu de C' sont semi-stables.

1.2. Soient K un corps de valuation discrete complet de caractéristique 0 de corps résiduel une cloture
algébrique d'un corps fini I, K une cloture algébrique de K, ¢ le complété p-adique de K. On note O
(resp. O, resp. 0) anneau de valuation de K (resp. K, resp. €). On pose S = Spec(Ox) et on note s (resp.
n) le point fermé (resp. générique) de S et 77 le point géométrique de S associé & K.

Soient X une S-courbe plate et propre a fibre générique lisse et géométriquement connexe et T un point
géométrique de X7. On dit qu'un fibré F sur X ®p,, 0 est de Deninger- Werner si 'image inverse de F sur la
normalisation de chaque composante irréductible de X, est fortement semi-stable de degré 0. A un tel fibré
F, Deninger et Werner associent une représentation du groupe fondamental 71 (X5,Z) définie comme suit.

Pour tout entier n > 1, quitte a remplacer K par une extension finie, il existe un morphisme propre
v : X' — X tel que ¢, soit étale fini, que X’ soit une S-courbe semi-stable et que 'image réciproque de
Fn = F/p"F par la réduction modulo p™ de ¢ soit triviale (6.2)). Le “transport parallele” permet alors de
construire une représentation de 71 (X7, T) sur la fibre de F,, en T (cf.[6.9). Par passage a la limite projective,
on obtient une o-représentation continue p-adique de 7 (X7, T).
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1.3. Soient C' une K-courbe propre, lisse et connexe, C=cC ®% € et T un point géométrique de C. On

dit qu’un fibré F' sur C est de Deninger-Werner si, quitte a remplacer K par une extension finie, il existe
un S-modele propre et plat X de C' et un fibré vectoriel de Deninger-Werner F sur X ®po, o de fibre
générique F. On note VEW la catégorie de tels fibrés et Repg™™ (1 (C,T)) la catégorie des €-représentations
continues p-adiques de 71 (C,T) sur des €-espaces vectoriels de dimension finie (cf. BI8). La construction de

Deninger-Werner induit alors un foncteur (G.I4.T])
(1.3.1) V:02Y — Repg™ (m (C, 7).

Inspirés par le cas complexe, Deninger et Werner ont posé quelques questions concernant ce foncteur. Ils
se sont demandés s’il est pleinement fidele; si la cohomologie des systemes locaux fournis par leur foncteur
admet une filtration de Hodge-Tate ; et si leur construction est compatible avec la correspondance de Simpson
p-adique introduite par Faltings [23]. Le but de cet article est de répondre & ces questions.

1.4. Simultanément, Faltings a développé une correspondance pour les systémes locaux p-adiques sur les
variétés sur des corps p-adiques, inspiré par les travaux de Simpson dans le cas complexe. Rappelons que ce
dernier a étendu le résultat de Narasimhan et Seshadri aux représentations linéaires quelconques du groupe
fondamental topologique d’une variété complexe projective et lisse. Pour ce faire, on a besoin de la notion
de fibré de Higgs : si X est un schéma lisse de type fini sur un corps F', un fibré de Higgs sur X est un
couple (M, 0) formé d’un fibré vectoriel M sur X et d’un morphisme Ox-linéaire 6 : M — M ®¢, Q}X/F
tel que O A9 = 0 (cf. 27T0). Le résultat principal de Simpson [46] établit une équivalence de catégories entre
la catégorie des représentations linéaires de dimension finie (& valeurs complexes) du groupe fondamental
topologique d’une variété complexe projective et lisse X et celle des fibrés de Higgs semi-stables de classes
de Chern nulles sur X.

1.5. La construction de Faltings, appelée classiquement correspondance de Simpson p-adique, utilise sa
théorie des extensions presque-étales et prolonge ses travaux en théorie de Hodge p-adique, en particulier ceux
qui concernent la décomposition de Hodge-Tate pour une variété propre et lisse sur un corps p-adique. L’objet
principal d’étude est la notion de représentation généralisée, qui étend celle de représentation p-adique du
groupe fondamental géométrique. Ce sont, en termes simplifiés, des représentations semi-linéaires p-adiques
continues du groupe fondamental géométrique dans des modules sur un certain anneau p-adique muni d’une
action continue du groupe fondamental géométrique. Faltings construit un foncteur de la catégorie de ces
représentations dans la catégories des fibrés de Higgs [23]. Nous utiliserons la variante développée par Abbes
et Gros [4], qui s’applique & une classe de représentations généralisées vérifiant une condition d’admissibilité
a la Fontaine, dites de Dolbeault. Nous introduisons dans le méme esprit une autre condition d’admissibilité,
plus forte que celle de Dolbeault, que nous qualifions de Weil-Tate. Elle correspond aux fibrés de Higgs a
champ de Higgs nul dans la correspondance de Simpson p-adique.

Par ailleurs, en s’inspirant de la construction de Deninger-Werner, nous associons a certaines représenta-
tions généralisées, qualifiées de potentiellement libres de type fini, des représentations continues p-adiques du
groupe fondamental géométrique. Les fibrés de Deninger-Werner définissent naturellement des représenta-
tions généralisées potentiellement libres de type fini, et on retrouve ainsi le foncteur de Deninger-Werner. Les
représentations généralisées de Weil-Tate sont aussi potentiellement libres de type fini. La principale question
est de comparer ces deux sous-catégories. Notre principal résultat est que les représentations généralisées
fournies par les fibrés de Deninger-Werner sont de Weil-Tate. Ce résultat nous permet de répondre aux trois
questions de Deninger et Werner.

1.6. Pour définir la notion de représentation généralisée, nous avons besoin du topos de Faltings. Soit X un
S-schéma de type fini & réduction semi-stable tel que Xz soit connexe. On désigne par F la catégorie des
morphismes de schémas V' — U au-dessus du morphisme canonique X3 — X tels que le morphisme U — X
soit étale et que le morphisme V' — Ugy soit fini étale (ZI)). On équipe E de la topologie co-évanescente
engendrée par les recouvrements {(V; — U;) — (V — U)}ier des deux types suivants :

(v) U; =U pour tout i € I, et (V; = V);er est un recouvrement.
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(¢) (U; = U);er est un recouvrement et V; = U; Xy V' pour tout ¢ € 1.

Le site E ainsi défini est appelé site de Faltings de X. On désigne par E et l'on appelle topos de Faltings de
X, le topos des faisceaux d’ensemlzles sur F. i

Pour tout schéma Y, on note Et,y (resp. Et¢/y) la catégorie des schémas étales (resp. finis et étales)
au-dessus de Y munie de la topologie étale, et Yy (resp. Yi:) le topos des faisceaux d’ensembles sur Et /Y
(resp. Etf/y). Les foncteurs

(1.6.1) Etyx. > E V= (V—X)

(1.6.2) Et,x > E U~ (U= U)

sont continus et exacts a gauches. Ils définissent donc deux morphismes de topos
(1.6.3) B:E — Xt

(1.6.4) 0:E — Xa.

Pour chaque objet (V — U) de E, on note T" la cloture intégrale de U = U ®o,, Oz dans V. On désigne
par Z le préfaisceau d’anneaux sur E défini pour tout (V — U) € Ob(E) par

(1.6.5) BV = U) =TT ,0-v).
En fait, celui-ci est un faisceau sur E ([4] II1.8.16). Les représentations généralisées sont essentiellement les
Z%-modules de E. Cependant, pour tenir compte de la topologie p-adique, nous travaillons avec le systeme
projectif des anneaux B, = B/p"HB, n > 1.

Pour tout entier n > 1, %,, est un objet de la fibre spéciale ES de E’, c’est-a-dire du sous-topos fermé de E
complémentaire de 'ouvert o*(X,,) (ZI0). Celui-ci s’insére dans un diagramme commutatif & isomorphisme
canonique pres

(1.6.6) E,—° - F

a
X st — Xgt

ou a est I'injection canonique, J est le plongement canonique et o4 est induit par o.
Les systemes projectifs d’objets de F; indexés par ’ensemble ordonné des entiers naturels N, forment un

topos que I'on note EN. On le munit de I'anneau 2 = (Z,)n>1 de EY°. On dit qu'un F-module (My)n>1

est adique si, pour tout entier ¢ > 1, le morphisme M, @@v“ B; — M;, déduit du morphisme de transition
M;11 — M;, est un isomorphisme.

On note Modg (%) la catégorie des Z-modules & isogénie prés (ZI6). Si X est propre sur S, d’aprés
le principal théoréme de comparaison de Faltings (TI9) (cf. [22] Theorem 8, [3] 2.4.16), I'image réciproque
associée au morphisme § induit un foncteur pleinement fidele (8.8))

v

(1.6.7) Rep™ (1 (X7,7)) — Modg(%).

1.7. Supposons que X soit une S-courbe semi-stable et posons C' = X5. Soient T un point géométrique de
C et n > 1 un entier. Si X’ est une S-courbe semi-stable, (E’,@/) le topos annelé de Faltings associé a
X’ et ¢ : X’ = X un S-morphisme propre, alors ¢ induit par fonctorialité un morphisme de topos annelés
o, : (Eg,@%) — (Es, #,). On dit quun %,-module M, est potenticllement libre de type fini il est de
type fini et si, quitte & remplacer K par une extension finie, il existe un S-morphisme propre ¢ : X’ — X
tel que X' soit une S-courbe semi-stable, ¢, soit fini étale et qu’avec les notations précédentes @} (M,,) soit

un @;—module libre. Par “transport parallele”, on associe & tout Z,-module potentiellement libre de type
fini une représentation de 7 (C,7) (8I0).
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On dit qu'un %-module M = (My)n>1 est potentiellement libre de type fini il est adique de type fini et

v

si, pour tout entier n > 1, M, est potentiellement libre de type fini. On désigne par Modgtf(%) la catégorie

des #-modules potentiellement libres de type fini & isogénie prés. La construction précédente induit un

foncteur (BI4.T)
(1.7.1) W : Mod?"(7) — Rep™(m (C, 7).

Celui-ci généralise le foncteur V (L31)). En effet, notons Vects la catégorie des fibrés vectoriels sur C =
C &% €. L’image réciproque associée au morphisme o induit un foncteur (cf. (BI4.5) et (ZIZ4))

(1.7.2) Vect s, — Modg(%4).

La restriction de ce dernier a ‘Zigw se factorise a travers Modaltf(%). Le foncteur % induit alors le foncteur
V &2D). } §

Par ailleurs, le foncteur ([L6.7) se factorise & travers la sous-catégorie Modgtf(@) de Modg(%). Le
composé de ce dernier et de # est isomorphe au foncteur identique [BI7(ii)).

On dit qu'un fibré vectoriel sur C' et une €-représentation continue V' de (C,T) sont Bg-associés si

leurs images par les foncteurs (LT72) et (L6.7) dans Modg(Z) sont isomorphes (cf. [0.2).

1.8. Soient C une courbe propre et lisse sur K, T un point géométrique de C et C=cC ®7 €. On dit qu'un
fibré vectoriel F sur C est de Weil-Tate si, quitte a remplacer K par une extension finie, il existe un S-modele

semi-stable X de C et une €-représentation continue V' de 71 (C,T) tels que F' et V soient @Q—associés dans
le topos annelé de Faltings relatif a X. On définit symétriquement la notion de €-représentation continue
de Weil-Tate de m(C,Z). On note mVéVT (resp. Repy * (m1(C,T))) la catégorie de tels fibrés (resp. telles

¢-représentations). On montre le résultat suivant :
Théoréme 1.9 (cf. IOTY). Il existe des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de Uautre
(1.9.1) VBT = Repy  (m(C,T)) et T :Repy (m(C,7T) = VY.
Notre principal résultat est le suivant.
Théoréme 1.10 (cf. [L3). Tout fibré vectoriel de Deninger- Werner sur C est de Weil-Tate.

La condition de Deninger-Werner peut se voir comme une condition d’admissibilité a la Fontaine. Elle
présente toutefois des différences notables avec la condition d’admissibilité de Weil-Tate. D’une part, le fibré
est trivialisé par une courbe semi-stable au-dessus de X qui est finie et étale au-dessus de C', mais qui n’est a
priori pas finie au dessus de X . D’autre part, on a besoin d’une infinité de tels revétements, un pour chaque
réduction modulo p™, n > 1. La premiere difficulté peut étre surmontée grace a un résultat de Raynaud sur
le quotient d’une courbe semi-stable par un groupe fini (5I1J(iii) cf. aussi [40]). La seconde difficulté est plus
sérieuse. On la surmonte grace a la théorie des déformations des presque-modules dans le sens de Faltings

@3.2).
Proposition 1.11 (cf. [46). La restriction du foncteur ¥ a mgw s’identifie au foncteur V.
On en déduit la pleine fidélité du foncteur de Deninger-Werner (L3.1]).

1.12. On démontre que pour qu'une €-représentation continue V' de w1 (C,T) soit de Weil-Tate, il faut et
il suffit que son image, par le foncteur (6.7, soit de Dolbeault et que le fibré de Higgs associé par la
correspondance de Simpson p-adique soit muni du champ de Higgs nul (cf. [I7). De plus, le fibré vectoriel
sous-jacent & ce fibré de Higgs est donné par 7 (V) (LAI). Cela signifie que équivalence de catégories 7
(9I) n’est autre que la correspondance de Simpson p-adique pour les fibrés de Higgs & champ de Higgs nul.
Dans [IT.9] on démontre I’existence d’une filtration de Hodge-Tate pour la cohomologie des représentations
de Weil-Tate.
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1.13. Apres avoir fixé les notations générales dans la section 2, nous développons dans les sections [3 &
quelques préliminaires utiles pour la suite de cet article. Dans la section [B] nous rappelons la structure des
o-modules de type a-fini et nous étudions les représentations a coefficients dans ces modules. Dans la section
[ nous rappelons la fidélité du foncteur GAGA pour les modules cohérents sur un €-schéma de type fini. La
section [B] contient des rappels et des compléments sur les courbes relatives. Dans la section [6l nous rappelons
les résultats de Deninger et Werner. Suivant ([4] III et VI), nous présentons le topos annelé de Faltings
dans la section [l Ensuite, nous rappelons le principal théoréme de comparaison de Faltings et nous donnons
quelques corollaires. Nous finissons cette section par la description du topos annelé de Faltings associé a un
trait (Z26). Dans la section [ nous présentons la construction du foncteur # ([IL'L1l) et ses propriétés. Nous
établissons un résultat de descente galoisienne pour le topos de Faltings dans la section[@l Grace a ce résultat,
nous démontrons une variante modulo p™ du théoréme (cf. @I0)). Dans la section [0, nous introduisons
les notions de fibré vectoriel de Weil-Tate et de €-représentation continue de Weil-Tate. Nous construisons
les foncteurs ¥ et 7 (9] et nous démontrons le théoréme [LA Dans la section [IT], nous comparons la
correspondance de Simpson p-adique et la correspondance .7 (L9]). Dans la section [[2] nous rappelons la
notion de faisceaux de a-modules suivant ([3] 1.4). Nous développons ensuite une théorie de déformations des
faisceaux de a-modules suivant ’approche d'Illusie [29] dans la section Nous étudions la relation entre
les déformations des représentations du groupe fondamental et les déformations des a-Z-modules et nous
démontrons le théoreme dans la section [T4]
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profondément mon directeur de thése Ahmed Abbes pour les nombreuses discussions, ainsi que pour ses
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tions. Ce travail a bénéficié du soutien du programme ANR Théorie de Hodge p-adique et Développements
(ThéHopadD) ANR-11-BS01-005.
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2. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

2.1. Dans cet article, p désigne un nombre premier, K un corps de valuation discrete complet de caracté-
ristique 0 dont le corps résiduel k est une cloture algébrique de F), et K une cloture algébrique de K. On
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note O I'anneau de valuation de K et O la cloture intégrale de Ok dans K. On désigne par o le séparé
complété p-adique de O, par € son corps des fractions, par m son idéal maximal et par v la valuation de o
normalisée par v(p) = 1. Pour tout entier n > 1, on pose 0,, = Oz/p"O%.

On pose S = Spec(Ok), S = Spec(O%), S = Spec(o), . = Spf(o) et pour tout entier n > 1, S, =
Spec(Ok /p"Of ). On note 7 (resp. s) le point générique (resp. fermé) de S et 77 (resp. 77) le point géométrique
générique correspondant & K (resp. €). Pour tous S-schémas X et S’, on pose Xg» = X xg.S’. Pour tout
entier n > 1, on pose

~

(2.1.1) Xo=XxsS, X=Xxg55,  X=Xxg5.

Pour tout morphisme de S-schémas 7 : Y — X, on pose m, = m Xg S,. Pour tout &x-module M sur un
S-schéma X, on note M, le Ox,-module M ®gp, Os, sur X,.

Si T est un trait (i.e. le spectre d’'un anneau de valuation discréte) et 7 son point générique, on dit que
(T, 7) est un trait génériquement pointé (ou simplement t¢rait lorsqu’il n’y a aucun risque d’ambiguité). Si
(T,7) et (T",7') sont deux traits génériquement pointés, un morphisme (7”,7") — (T, 7) est un morphisme
dominant 7" — T'. On dit qu'un tel morphisme est fini si le morphisme sous-jacent 7" — T est fini.

2.2. On désigne par Ens la catégorie des ensembles que 1'on considére ainsi comme un topos (ponctuel) et
on le note aussi Pt ([6] IV 2.2). On désigne par Ab la catégorie des groupes abéliens.

2.3. Soit & une catégorie abélienne et M, N deux objets de «7. On désigne par D(&) sa catégorie dérivée.
On note abusivement M le complexe concentré en degré 0 de valeur M. Pour tout entier i, on pose ([49]
10.7.1)

(2.3.1) Ext’, (M, N) = Homp (M, N[i]),

ou [i] désigne le décalage de degré i.

Soit F' : &/ — &/’ un foncteur exact entre catégories abéliennes. Il s’étend en un foncteur de D()
dans D(«7’). En vertu de (231), il induit, pour tous objets M et N de & et tout entier ¢, un morphisme
canonique

(2.3.2) Ext’, (M, N) — Ext',, (F(M), F(N)).

Pour tous objets M et N de 7, le groupe Ext!, (M, N) classifie les extensions de M par N dans < (cf. [50]
13.27.6).

2.4. Soient &7 une catégorie abélienne ayant suffisamment d’injectifs et M un objet de /. Le foncteur
Homg, (M, —) : & — Ab est exact a gauche. On désigne par

(2.4.1) Ext',(M,—): o — Ab  Vi>0

les foncteurs dérivées a droite de Hom (M, —). On pose Ext’, (M, —) = 0 pour i < 0. Cette définition est
compatible avec (Z31)) (cf. [49] 10.7.4 et 10.7.5).

2.5. Soient &7 une catégorie abélienne et E une suite spectrale dans o7

(2.5.1) EL/ = EI

telle que E57 = 0 si i < 0 ou j < 0. Les termes de bas degré fournissent une suite exacte ([36] Appendix B)
(2.5.2) 0—Ey’ - E' 5 Ey' - E3? — Ef - By,

ot E? = Ker(E? — EJ?). Soient E’ une autre suite spectrale

(2.5.3) EJ = E/HI
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telle que EfY = 0sii < 0ouj <0, et u:E — E un morphisme de suites spectrales ([I8] 0.11.1.2). On a
alors un diagramme commutatif

(2.5.4) 0 Ey" E! ES" E>° E? Ey’
ul,()l l 1 l 0,1 l/ 2,0 l 2 l 1,1

2 u Ugy Uy uy Ugy

0 E/21,0 1 E/20,1 E/22,0 E/lz E/21,1

Lemme 2.6. Conservons les notations de [Z5 et supposons que les morphismes u;J sont isomorphes pour
i+ <1 et sont injectifs pour i+j = 2. Alors, le morphisme u™ : E" — E'™ est un isomorphisme sin = 0,1,
et est un monomorphisme si n = 2.

Preuve. 1l est clair que u° est un isomorphisme. D’aprés ([2.5.4), le lemme des cinq et le lemme du serpent,
on déduit que le morphisme u! est un isomorphisme et que le morphisme u? est un monomorphisme. Par
suite, on en déduit un diagramme commutatif

(2.6.1) 0 E? E? EY?
ugj 2l \[\ 2

1 u Ugy

0 E/lz B2 E/20,27

d’ou Vinjectivité de u2.

2.7. Pour tout schéma X, on note Pic(X) = H'(X, 0%) le groupe des classes d’isomorphismes de Ox-
modules inversibles. Soit f : X — T" un morphisme propre de schémas. On désigne par Picy,r le foncteur
de Picard relatif de X au-dessus de T, défini pour tout T-schéma T" par

(2.7.1) Picx/r(T') = H(T', Reppe 1(Gim)),

ol f': X xpT’" — T’ est la projection canonique et G,,, est le faisceau fppf qui & chaque schéma Y associe le
groupe I'(Y, 05) (cf. [39] 1.2). Soit ¢ un point de T'. D’apres ([Z7.1]), on a Picx,r(t) = Picx, /¢(t). Le foncteur
Picx, /¢ est représentable par un schéma en groupes localement de type fini (cf. [39] 1.5.2). Il possede un plus
petit sous-groupe ouvert connexe, sa composante neutre Picg{t Jt ([I1] V14, 2). On définit le sous-foncteur
Picg(/T de Picx/p comme suit : pour tout 7-schéma 7", Picg(/T(T’) est le sous-groupe de Picx,p(7") formé
des éléments qui pour chaque point ¢ de T” induisent par fonctorialité un élément de Picg(t /t(t).

2.8. Soit X un schéma. On dit quun Ox-module quasi-cohérent F' est un fibré vectoriel sur X s’il est
localement libre de type fini. On désigne par Vectx la sous-catégorie pleine de la catégorie des 0 x-modules
formée des fibrés vectoriels.

2.9. Soit (7, A) un topos annelé. On désigne par Mod(7, A) la catégorie des A-modules de 7. On dit qu’un
A-module M de T est localement projectif de type fini si les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites
(cf. [4] TI1.2.8) :

(i) M est de type fini et le foncteur sZom (M, -) est exact;

(ii) M est de type fini et tout épimorphisme de A-modules N — M admet localement une section ;

(iif) M est localement facteur direct d’'un A-module libre de type fini.

On désigne par LLY(T, A) (resp. LP(T, A)) la sous-catégorie pleine de Mod(T, A) formée des A-
modules localement libres (resp. localement projectifs) de type fini de 7.

Un A-module localement projectif de type fini est plat en vertu de (iii). Soient M’ et M”" deux A-modules
localement projectifs de type fini. D’apreés (iii), le A-module S#om 4 (M', M") est aussi localement projectif
de type fini. Soit 0 — M’ — M — M" — 0 une suite exacte de Mod(T, A). On en déduit que, pour tout
i > 1, le foncteur &xtly (M, —) est nul. Donc, M est aussi localement projectif de type fini.
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Etant donné un A-module localement projectif de type fini M, la suite spectrale qui relie les Ext locaux
et globaux ([6] V 6.1) induit, pour tout A-module N et tout entier ¢ > 0, un isomorphisme

(2.9.1) Ext’y (M, N) = H(T, #oma(M,N)).

2.10. Soient (7, A) un topos annelé et E un A-module de 7. Un A-module de Higgs d coefficients dans E
est un couple (M, 0) formé d'un A-module M de T et d’'un morphisme A-linéaire § : M — M ®4 E tel que
ONO=0.

2.11. Soit 7 un topos. Les systémes projectifs d’objets de 7 indexés par 1’ensemble ordonné des entiers
naturels N, forment un topos que 'on note 7% (cf. ] VL.7.1). Le foncteur

(2.11.1) T = T

qui & un objet F associe le foncteur constant N° — T de valeur F est exact a gauche. Il admet pour adjoint
a droite le foncteur

(2.11.2) ATV ST

qui & un foncteur N° — 7T associe sa limite projective ([4] II1.7.4). Le couple (A, A*) définit donc un
morphisme de topos

(2.11.3) ATV ST

Etant donné un anneau A = (Ap)n>1 de TN on dit quun A-module M = (My)p>1 de TN est adique si
pour tous entiers i et j tels que 1 < i < j, le morphisme M; ® 4, A; — M; déduit du morphisme de transition
M; — M; est un isomorphisme.

2.12. Etant donnés un morphisme de topos ~:T1 = T3 et un groupe abélien .# de T3, on définit, pour tout
entier ¢ > 0, un morphisme

(2.12.1) v H (T3, F) — H(T1,7"(F))
comme le composé
(2.12.2) H'(T3,.7) = H'(T3, 77" (F)) = H(T1,7*(F)),

ou la premiere fleche est induite par le morphisme d’adjonction id — ~,7* et la seconde fleche est induite
par la suite spectrale de Cartan-Leray.

Supposons que 7 soit le composé de deux morphismes de topos 71 — T LN T3. Alors, pour tout entier
i > 0 et tout faisceau abélien . de T3, le morphisme composé
(212.3) H'(T3, 7) 55 H (T2, (7)) = H' (T3, 07" (7)) = H (T1, (),

ou la deuxieme fleche est induite par le morphisme d’adjonction f* — a,a*p* et la troisieme fleche est
induite par la suite spectrale de Cartan-Leray, s’identifie au morphisme (ZI21]). En effet, si on note, pour
i=1,2,3,T; : T; — Ab le foncteur “sections globales”, le morphisme composé ([ZI23)) est induit par le
morphisme composé de la catégorie dérivée D(Ab) :

(2.12.4) RT3.%7 - RI3RB.[*F — RT2Raa* B F =R o 8% F.
Celui-ci s’identifie au morphisme induit par adjonction

(2.12.5) RT3% - RI3Rvy.y"F =RTa" 87,

qui fournit le morphisme (ZI21]).

2.13. Pour tout schéma X, on note Et/x (resp. X¢t) le site (resp. topos) étale de X. On désigne par
Et.on /x (resp. Et.con /x) la sous-catégorie pleine de Et ,x formée des schémas étales de présentation finie
sur X (resp. étales, séparés et de présentation finie sur X ), munie de la topologie induite par celle de Et /X



TRANSPORT PARALLELE ET CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE 9

Si X est quasi-séparé, le foncteur de restriction de X4 dans le topos des faisceaux d’ensembles sur Bt /X

(vesp. Etyeon /x) est une équivalence de catégories ([6] VII 3.1 et 3.2).
On désigne par X,,, le topos de Zariski de X et par

(2131) ux : Xet — Xgar

le morphisme canonique ([6] VII 4.2.2). Si F est un &x-module quasi-cohérent de X, on note encore F le
faisceau de X défini pour tout X-schéma étale X’ par ([6] VII 2 ¢), cf. aussi [4] I11.2.9)

(2.13.2) F(X')=T(X',F @py Ox').

On désigne par Etf/ x le site fini étale de X, c’est-a-dire la sous-catégorie pleine de Et /x formée des
schémas étales et finis sur X, munie de la topologie induite par celle de Et,x. On note Xp le topos fini
étale de X, c’est-a-dire le topos des faisceaux d’ensembles sur Etg x. Le foncteur d’injection canonique
Ety/x — Et,x est continu. Il induit donc un morphisme de topos que 'on note

(2.13.3) px  Xey — Xt

2.14. Soient X un schéma connexe, T un point géométrique de X. On désigne par 71(X,Z) le groupe
fondamental de X en T et par B, (xz) le topos classifiant du groupe pro-fini 71(X,T), c’est-a-dire la
catégorie des ensembles discrets munis d’une action continue a gauche de m1(X,7) ([6] IV 2.7). Le foncteur
fibre en T

(2.14.1) wz Etf/X — Br (x,7)

qui & tout revétement étale Y de X associe ’ensemble des points géométriques de Y au-dessus de 7, induit
une équivalence de catégories (J4] VI.9.8)

(2.14.2) piz By (x7) — Xis-

Le foncteur wz est pro-représentable par un systéme projectif (X, T;, ¢i;)icr de revétements étales ga-
loisiens pointés de X, indexé par un ensemble ordonné filtrant I, ou T; est un point géométrique de X;
au-dessus de T et ¢;; : X; — X (i > j) est un épimorphisme qui envoie Z; sur T;. Il est appelé pro-objet
universel galoisien de X en =. Le foncteur

(2.14.3) vz Xtsy — Bm(X.,T) F— hﬂF(Xi),
iel
est une équivalence de catégories, quasi-inverse de pz (J4] VI.9.8).

Lemme 2.15. Soient X un schéma quasi-compact, quasi-séparé et connexe et I un faisceau abélien de
torsion de Xgst. Le morphisme canonique

(2.15.1) P H (X, L) — HY (X, pi (IL)).
est un isomorphisme si i = 0,1, et est un monomorphisme si i = 2.

Preuve. Le morphisme d’adjonction id — px.p% est un isomorphisme ([4] VI.9.18), d’ol la proposition
pour i = 0. Montrons-1a pour ¢ = 1. Les topos X et Xt sont cohérents ([4] VI.9.12). Par ([4] VI.9.20) et
([6] VI 5.1), on peut se borner au cas ou p% (L) est un faisceau abélien localement constant et constructible,
i.e. représentable par un schéma en groupe fini et étale G sur X. Le faisceau R' px.(p% (L)) de X est le
faisceau sur Etf/ x associé au préfaisceau défini par Y~ H' (Y, p% (L)). La catégorie des p% (IL)-torseurs
sur Yz est équivalente a la catégorie des Gy -fibrés principaux homogenes sur Y pour la topologie étale, ou
Gy =G xxY ([6] VII 2 b)). Tout Gy-fibré principal homogene sur Y est trivialisé par un revétement étale
de Y. Donc le faisceau R' px.(p% (L)) est trivial.

On a une suite spectrale

(2.15.2) H (Xiet, B pixa(p (L)) = H (Xao, px (L).
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On en déduit un isomorphisme
H (X, px o (L) =5 H' (Xer, p (L)),

La proposition pour i = 1 résulte de ce dernier et de I'isomorphisme id = px.p%. Comme R' px.(p% (L))
est nul, on en déduit par ([Z35.2) une suite exacte

(2.15.3) 0 — H2(Xger, pcs (0 (1) = H2(Xea, oy (L)) = HO (X, R2 pxca (0 (1),
La proposition pour i = 2 résulte alors de ce dernier et de 'isomorphisme id = px. Px-

2.16. Si € est une catégorie additive, on désigne par 6y et I’on appelle catégorie des objets de € a isogénie
prés ([4] 111.6.1), la catégorie ayant mémes objets que €, et telle que 'ensemble des morphismes soit donné,
pour tous M, N € Ob(%¥), par

(2.16.1) Home, (M, N) = Homeg (M, N) @z Q.
On désigne par
(2.16.2) C — CKQ, M — MQ,

le foncteur canonique. Deux objets de € sont dits isogénes s’ils sont isomorphes dans la catégorie %g. Si
% est une catégorie abélienne, la catégorie 6@ est abélienne et le foncteur canonique ([216.2) est exact ([4]
I11.6.1.4). Tout foncteur additif (resp. exact) entre catégories additives (resp. abéliennes) € — %’ induit un
foncteur additif (resp. exact) 4p — 6¢ compatible aux foncteurs canoniques ZI6.2) ([4] I11.6.1.5).

La famille des isogénies de € permet un calcul de fractions bilatéral ([29] I 1.4.2). La catégorie %@ s’identifie
a la catégorie localisé par rapport aux isogénies et le foncteur (ZI6.2) est le foncteur de localisation (cf. [4]
I11.6.1).

2.17. Soit (T, A) un topos annelé. On désigne par Modg(7, A) la catégorie des A-modules de T & isogénie
prés ([2.I6]) dont les objets sont appelés les Ag-modules. Etant donnés deux Ag-modules M et N, on note
Hom, (M, N) le groupe des morphismes de M dans N dans Modg(7,A). Rappelons que la catégorie
Modg(T, A) a suffisamment d’injectifs ([4] II1.6.1.6) et reprenons les notations de (Z.4]) pour cette catégorie.
Pour tout entier ¢ > 0 et tous Ag-modules M et N, on pose Ex‘cfé‘Q (M,N) = Exthon(T7A)(M, N) qui est
un Q-espace vectoriel. En particulier, pour tout entier ¢ > 0 et Ag-module N, on pose

(2.17.1) H(T,N) = Exty (Aqg, N).

On note Vectg la catégorie des QQ-espaces vectoriels. Le foncteur canonique Ab — Vectg induit une
équivalence de catégories Abg — Vectg. Etant donné un A-module M de T, on a un diagramme commutatif

(2.17.2) Mod(T, A) —2malhm) Ay,
l Hom 4, (Mg,—)
Modg(T, A4) S Vectg,

ol les fleche verticales sont les foncteurs canoniques. Ceux-ci sont exacts et transforment les objets injectifs
en des objets injectifs ([4] I111.6.1.6). Pour tout entier ¢ > 0 et tous A-modules M et N, on en déduit par la
suite spectrale de Cartan-Leray un isomorphisme

En particulier, pour tout entier ¢ > 0 et tout A-module N, on a un isomorphisme

(2.17.4) HY(T,N) ®z Q ~ H (T, Ng).
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2.18. Soient & une catégorie abélienne, End(ids ) 'anneau des endomorphismes du foncteur identique de
o/ et ¢ : 0 — End(idey) un homomorphisme. Pour tout objet M de &/ et tout v € o, on note (M)
lendomorphisme de M défini par ¢(vy). En particulier, pour tous objets M et N de o7, Hom g (M, N) est
muni d’une structure de o-module.

On dit qu'un objet M de &7 est a-nul s’il est annulé par tout élément de m, i.e. si (M) = 0 pour tout
~ € m. Pour toute suite exacte 0 = M"” — M — M’ — 0, pour que M soit a-nul, il faut et il suffit que M"
et M’ soient a-nuls. On appelle catégorie des a-objets de & et 'on note a-<7 le quotient de la catégorie &7
par la sous-catégorie épaisse formée des objets a-nuls ([24] III §1; cf. aussi [3] 1.4.2). On note

(2.18.1) a: o — oo, M~ (M)

le foncteur canonique; on notera aussi M® au lieu de a(M) lorsqu’il n’y a aucun risque de confusion. La
catégorie a-4/ est abélienne et le foncteur « est exact ([24] 11T §1 prop. 1). On dit qu’un morphisme f de &7
est un a-isomorphisme (resp. a-monomorphisme, resp. a-épimorphisme) si a(f) est un isomorphisme (resp.
monomorphisme, resp. épimorphisme), autrement dit si son noyau et son conoyau (resp. son noyau, resp.
son conoyau) sont a-nuls.

La famille des a-isomorphismes de &7 permet un calcul de fractions bilatére ([29] I 1.4.2). La catégorie
a-of ’identifie & la catégorie localisé par rapport aux a-isomorphismes et « (2-I81]) est le foncteur canonique
(de localisation).

Lemme 2.19 ([3] 1.4.3). Les hypothéses étant celles de 218, soient, de plus, f: M — N un morphisme de
o, v € o tels que le noyau et le conoyau de f soient annulés par . Alors, il existe un morphisme g : N — M
de o tel que go f = py2(M) et fog=pp2(N).

2.20. Soit &7 une catégorie abélienne tensorielle autrement dit, o/ est une catégorie abélienne munie d’un
foncteur bi-additif ® : & x & — & et d’un objet unité A, vérifiant certaines conditions ([I2] 1.15), et soit
¢ : 0 = End(A) un homomorphisme. On a un homomorphisme canonique End(A) — End(ids). On peut
donc définir la catégorie a-<7 suivant Le produit tensoriel induit un bi-foncteur

(2.20.1) a-d X - — o~ (M,N)— M ® N,

qui fait de a-&/ une catégorie abélienne tensorielle, dont A* est un objet unité (cf. [3] 1.4.4). Le foncteur «
induit un homomorphisme End(A) — End(A®). Par suite, pour tous objets M et N de a-7, Hom, o (M, N)
est canoniquement muni d’une structure de End(A4)-module.

3. REPRESENTATIONS A COEFFICIENTS DANS LES MODULES DE TYPE (-FINI

3.1. Rappelons que o désigne le séparé complété p-adique de O et m son idéal maximal et que I'on a
m? = m et v(m) = Qs (EI). Pour tout nombre réel r > 0, on note I,. I'idéal de o formé des éléments x € o
tels que v(x) > r.

On note Mod(o) la catégorie des o-modules. Prenant pour ¢ : 0o — End(idpvod(ey) 1'isomorphisme
canonique, on considére les notions introduites dans (ZI8)) pour la catégorie Mod(o). Considérons le foncteur

(3.1.1) Mod(o) — Mod(o) M — My = Homg(m, M).
Pour tout o-module M, on a des a-isomorphismes ([ZI8]) canoniques fonctoriels ([4] V.2.4)

(3.1.2) M — My, z = (m € m— mz),
(3.1.3) me, M — M.

Proposition 3.2 ([4] V.2.5 et 2.6). Soit f : M — N un morphisme de o-module.

(i) Pour que f soit un a-isomorphisme, il faut et il suffit que le morphisme induit f; : My — Ny soit un
isomorphisme.

(ii) Pour que f soit un a-isomorphisme, il faut et il suffit que le morphisme induit m @, M — m ®, N
soit un isomorphisme.

(iii) Pour tout entier i > 0, le foncteur Exti (m, —) envoie les a-isomorphismes sur des isomorphismes.
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(iv) Le foncteur BII) envoie les a-monomorphismes en des monomorphismes.

Remarque 3.3. Le o-module m n’est pas projectif. En effet, le o-module m est plat et onam = ligneN(pl/”),
olt p!/™ est une racine n-itme de p dans Of. Mais le systéme projectif (Hom, (0, (p*/™))),>1 ne vérifie pas

la condition de Mittag-Leffler. L assertion résulte alors de (J41] 3.1.3).

3.4. Suivant ([44] 2.2), pour tous o-modules M et N et tout v € m, on dit que M et N sont y-équivalents
et on note M =, N, s’il existe deux o-morphismes f : M — N et g: N — M tels que fog = vidy et
go f=~idp. On dit que M et N sont a-équivalents et on note M ~ N si M et N sont vy-équivalents pour
tout v € m.

On dit qu'un o-module M est de type a-fini si, pour tout v € m, il existe un o-module de type fini N tel
que M =, N. Pour tout entier n > 1, on dit qu'un o,-module M est de type a-fini s’il est de type o-fini en
tant que o-module.

On dit qu’une suite de o-modules est a-ezacte si ses groupes de cohomologie sont a-nuls (cf. [3] 1.5.2).

Remarque 3.5. (i) D’apreés[2.19] deux o-modules a-isomorphes sont a-équivalents. La réciproque n’est pas
vraie. En effet, pour tout nombre réel » > 0, on a alors I, = o BI). Si r € Qso, 0 et I, ne sont pas
a-isomorphes (cf. [3] 1.8.4).

(ii) La notion de type a-fini introduite dans B4 est compatible avec la définition générale introduite dans
(cf. [3] 1.5.3 et 1.8.5(ii)).

Théoréme 3.6 ([44] 2.5). Pour tout o-module de type a-fini M, il existe une unique suite décroissante de
nombres réels positifs (r;)i>1, tendant vers 0, et un unique entier n > 0 tels que

(3.6.1) M = 0" © (Di>10/1,).

Lemme 3.7 ([3] 1.5.13 et 1.8.7). Soit 0 = M’ — M — M" — 0 une suite a-exacte de o-modules. Pour que
M soit de type a-fini, il faut et il suffit que M’ et M" le soient.

Proposition 3.8. Soit M un o-module de type a-fini.

(i) Il existe un sous-o-module libre de type fini M° de M tel que M/M® soit annulé par une puissance de
p.

(ii) Les sous-modules (p"M°)p>1 forment un systéme fondamental de voisinages de 0 pour la topologie
p-adique de M.

(iii) La topologie p-adique de M est séparée et compléte.

(iv) Soit N un sous-module de M. La topologie p-adique de N est induite par la topologie p-adique de M.

Preuve. (i) D’apres B0, le o-module M est a-équivalent & un o-module N = 0" @ (®;>10/1,,) avec
(ri)i>1 tendant vers 0. Notons N° le sous-o-module 0™ de N. Choisissons un élément v de m. Il existe des
morphismes de o-modules f : N — M et g : M — N tels que go f = vidy et fog = vyidas. Donc, la
restriction de f & N° est injective. On prend pour M° le sous-o-module libre de type fini f(N°) de M. On
a alors g(M°) = vN° C N°. Les morphismes f et g induisent une ~y-équivalence entre M/M° et N/N° :
(3.8.1) f:N/N®°— M/M°  g:M/M°— N/N°.
Comme N/N° ~ @;>10/I,, est annulé par une puissance de p, il en est de méme de M/M°.

(ii) En vertu de (i), il existe un entier m > 1 tel que p™(M/M°) = 0. On en déduit que p™M C M° C M.
Les systémes fondamentaux (p"M°),>1 et (p™"M),>1 de voisinages de 0 sont alors équivalents.

(iii) On a un isomorphisme canonique M° = M° = l'glMo/p"Mo. En vertu de (ii), M = 1'£1M/p”M°
est le séparé complété p-adique de M. Pour tout entier n > 1, on a une suite exacte
(3.8.2) 00— M°/p"M° — M/p"M° — M/M° — 0.
Le systéme projectif (M°/p™M?°),>1 vérifie la condition de Mittag-Leffler. La limite projective induit donc
une suite exacte

(3.8.3) 0— M° — M — M/M° =0
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qui s’insere dans un diagramme commutatif

(3.8.4) 0 Me M M/M° ——=0
L]
0 M° M M/M° —=0

On en déduit que le morphisme canonique M — M est un isomorphisme; d’ou I'assertion.

(iv) En vertu de[31 N est de type a-fini. Il existe un sous-o-module libre de type fini N° de N vérifiant la
condition (i). On peut supposer de plus que N° C M°. Soit N3, = {x € M°|p™z € N° pour un entier n > 1}
la saturation de N° dans M°. On a alors (p"M°) N NS, = p"Ng, pour tout n > 1. Comme p n’est pas un
diviseur de zéro dans M°/N2,, M°/N2, est o-plat ([2] 1.9.12). On en déduit que N2, est de type fini (2]

a
a
1.9.14). 11 existe donc un entier [ > 1 tel que p! NS, C N°. Pour tout entier n > 1, on a

(P"M®) N N® = (p"M® N Ngy) VN® = (p" NG ) N N = p" Ny

On en déduit que
pnNo c (pnMo) AN° C pn—lNo'

L’assertion s’ensuit compte tenu de (ii).
Lemme 3.9 ([3] 1.8.11). Soit M un o-module tel que M/pM soit de type a-fini. Alors, le o-module M =
T&nM/p"M est de type a-fini.
Lemme 3.10. (i) Soit (My)n>1 un systéme projectif de o-modules a-nuls. Alors, les o-modules lim M, et
R!lim M,, sont a-nuls.

(ii) Soient (Mp)n>1 €t (Np)n>1 deuz systémes projectifs de o-modules et (fy, : My, — Nyp)p>1 un systéme
projectif des a-isomorphismes. Alors, le foncteur limite projective induit des a-isomorphismes ]&nMn —
lim N,, et R'lim M, — R' lim N,,.

L’assertion (i) est démontrée dans ([27] 2.4.2) et 'assertion (ii) résulte de (i).

Définition 3.11 ([4] V.6.1). Soient R une o-algébre et M un R-module. On dit que M est a-plat si il vérifie
les conditions équivalentes suivantes :

(i) Pour tout R-module N et tout entier > 1, Tor*(M, N) est un o-module a-nul.

(ii) Pour tout R-module N, Torf(M, N) est un o-module a-nul.

(iii) Pour tout morphisme R-linéaire injectif f : N1 — Na, le noyau de idy; @ f : M ®@r N1 = M ®r No
est un o-module a-nul.
Lemme 3.12. Soient R une o-algébre et M un R-module a-plat. Alors, le R-module m @, M est plat. En
particulier, pour tout o-module a-plat N, m ®, N est sans-torsion.

Preuve. En vertu de BZ(ii), pour tout o-module c-nul N, m ®, N est nul. La R-platitude de m ®, M
résulte alors de la o-platitude de m. On sait qu'un o-module est plat si et seulement s’il est sans-torsion ([L0]
chap. VI §3.6 lem.1) ; d’ou la deuxiéme assertion.

Proposition 3.13. Soient M et N deuz o,-modules (ZT)) (resp. o-modules) a-équivalents. Alors, la -
platitude de M est équivalente a celle de N.

Preuve. Supposons que M soit a-plat. Soit f : N3 — Ny un morphisme injectif de 0,-modules. Pour tout
v € m, il existe des morphismes o-linéaires g : M — N et h: N — M tels que goh = vidy et hog = yidy,.
On a alors un diagramme commutatif

h®idN1
(3.13.1) N ®o, Ni —= M ®,, Ny
h®idN2

N®on N2 > M®0n N2
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Comme Ker(M ®,, N1 = M ®,, N3) est a-nul et goh = vidy, on en déduit que Ker(N®, N1 — N®,, Na)
est annulé par I'idéal ym de 0. La a-platitude de IV s’ensuit compte tenu du fait que m?> = m. La démonstration
pour les o-modules est similaire.

Corollaire 3.14. Soient n un entier > 1 et M un o,-module (resp. o-module) de type a-fini. Pour que M
soit a-plat, il faut et il suffit qu’il existe un entier m > 0 tel que M =~ o (resp. M =~ o™ ).

Preuve. Comme p™M = 0, d’apres .6, il existe une suite décroissante de nombres réels (r;);>1 tendant
vers 0 tels que 7, < n et que M = ®;>10/I,,. Le o-module o/, est a-isomorphe & 0,,. Soit r un nombre
réel tel que 0 < r < n. Il est clair que 0/, n’est pas un o,-module a-plat. L’assertion pour les 0,-modules
s’ensuit. La démonstration pour les o-modules est similaire.

Lemme 3.15. Soit (M,)n>1 un systéme projectif de o-modules tel que, pour tout entier n > 1, M, soit un
0, -module a-plat de type a-fini et que le morphisme canonique My 11®o,,,,0n — M, soit un a-isomorphisme.

On pose, pour tout entiern > 1, N, =m®, M,, M= @Mn et N = T&nNn. Alors :
(i) On a un a-isomorphisme canonique N M.
(ii) L’homomorphisme canonique N/p"]/\\f — N, est un isomorphisme.
(iii) Les o-modules N et M sont a-plats de type a-fini.

Preuve. (i) Pour tout entier n > 1, le morphisme canonique N,, — M,, est un a- a-isomorphisme B13). En
vertu de BI0(ii), la limite projective induit un a-isomorphisme canonique N — M.

(ii) D’apres[3.2(ii), le a-isomorphisme M,, 1 ®o,,, 05, — M,, induit un isomorphisme Ny, 41®o,,,,0n = N,.
On notera que, pour tout entier n > 1, N, est un o,-module plat (BI2). Pour tous entiers m,n > 1,
appliquant le foncteur Nypqpn ®o,,,,, — & la suite exacte 0 — o0y, i) Om4n — 0, — 0, on en déduit une suite
exacte :

(3.15.1) 0= Ny 2% Nopin — Nyy — 0.

Le systéme projectif (Np,)m>1 vérifie la condition de Mittag-Leffler. On en déduit une suite exacte

n

p

(3.15.2) 0 N N N, 0,

d’ou l'assertion.

(i) En vertu de (i) et 314) il suffit de démontrer assertion pour N. La a-finitude de N résulte de (ii)
et Daprés B0, N est a-équivalent a un o-module 0™ & (@;>10/1,,) avec (r;);>1 tendant vers 0. On en
déduit que, pour tout entier n > 1, on a N/p"N ~ o™ & (®;>1(0/1,,)/p"(0/1,,)). D’autre part, on notera
qu’il existe un entier [ > 1 tel que, pour tout entier n > 1, N,, ~ o', (8:14). En vertu de (ii), pour tout entier
i >1, on adonc r; =0; d’ou la a-platitude de N.

Remarque 3.16. Sous les hypotheses de BI85l La topologie p-adique de N est la limite projective des
topologies discretes sur N,,.

3.17. Soient V' un €-espace vectoriel de dimension finie, V° un sous-o-module libre de type fini de V' qui
I'engendre sur €. On appelle topologie p-adique sur V T'unique topologie compatible avec sa structure de
groupe additif pour laquelle les sous-groupes (p"V°),,>1 forment un systéme fondamental de voisinages de
0. Cette topologie ne dépend pas du choix de V° (cf. [4] 11.2.2). On notera que tout morphisme €-linéaire
de C-espaces vectoriels de dimension finie est continu pour la topologie p-adique.

3.18. Dans la suite de cette section, on se donne un groupe profini GG. Pour tout entier n > 1, on munit
lanneau o, = o/p™o (resp. o, resp. €) de la topologie discréte (resp. de la topologie p-adique, resp. de la
topologie p-adique (BIT)) et de l’action triviale de G.

Soit n un entier > 1. Par o, -représentation de GG, on sous-entend un 0,-module M muni de la topologie
discrete et d’une action continue et o0,-linéaire de GG. Un morphisme de o,-représentations de G est une
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application o,-linéaire et G-équivariante. On désigne par Rep, (G) la catégorie des o,-représentations de
G.

On note 6 le systéme projectif d’anneaux (0,),>1. On désigne par Rep;(G) la catégorie des systemes
projectifs de o[G]-modules discréts (V5,),>1 tels que, pour tout entier n > 1, p™V,, = 0. Il est clair que les
catégories Rep, (G) et Rep;(G) sont abéliennes.

Par o-représentation continue de G, on sous-entend un o-module de type a-fini muni de la topologie p-
adique et d’une action o-linéaire continue de G. Par €-représentation continue, on sous-entend un €-espace
vectoriel de dimension finie muni de la topologie p-adique (BI7) et d’une action €-linéaire continue de G.
Un morphisme de o-représentations (resp. €-représentations) continues de G est une application o-linéaire
et G-équivariante. Une telle application est continue pour la topologie p-adique (cf. BI7). On désigne par
RepS®™(G) (resp. Repy™ (@) la catégorie des o-représentations (resp. €-représentations) continues de G.
Lemme 3.19. Soient V un objet de Rep:®™(G) et W un sous-o0-module de V invariant par G. Alors, W
(resp. V/W ) est un o-module de type a-fini et la restriction de Uaction de G sur W (resp. V/W ) est continue
pour la topologie p-adique.

Preuve. La a-finitude de W et V/W résulte de B7l La continuité de 1'action de G pour la topologie
p-adique de W s’ensuit compte tenu BJ(iv). Soit 7 : V' — V/W la projection. Pour tout entier n > 1, on a
w(p"V) = p™(V/W). On en déduit la continuité de I’action de G sur V/W.

Proposition 3.20. La catégorie RepS®™(G) est abélienne.

[}

Preuve. Cette catégorie est clairement additive. Soit f : V4 — V5 un morphisme de RepS®™(G). D’apres
BI9 on définit Ker(f) (resp. Coker(f)) par le o-module Ker(Vy — V3) (resp. Coker(V; — V3)) muni de la
topologie p-adique et de l'action de G induite par V; (resp. V3). Il est clair que le morphisme canonique
Coim(f) — Im(f) est un isomorphisme.

1tf
On

3.21. Soit n un entier > 1. On désigne par Rep, (G) la sous-catégorie pleine de Rep, (G) formée des o,,-

représentations dont le 0,-module sous-jacent est libre de type fini, par Replatf(G) la sous-catégorie pleine
de Rep®™ (G) formée des o-représentations continues dont le o-module sous-jacent est libre de type fini.
On désigne par Repi’ (Q) la sous-catégorie pleine de Repy(G) formée des systemes projectifs (V;,),>1 tels
que, pour tout entier n > 1, V,, soit un objet de Rethnf (G) et que le morphisme canonique V,,41®,, ., 0y, =V,
soit un isomorphisme de 0,-représentations de G.
Le foncteur limite projective induit une équivalence de catégories

(3.21.1) Rep;' (G) = Rep;' (G).

En effet, le foncteur Reph(G) — Repi!(G), défini par V — (V/p"V),>1 est un quasi-inverse de (B2LI).

Pour tout objet V' de Rep{,tf(G)7 on note V[%] la €-représentation continue associée. Le foncteur canonique

Rep'(G) — Repy™ (@) induit une équivalence de catégories :

(3.21.2) Repi(G)g = Repy™(Q),

ol la source désigne la catégorie des objets de Reph'(G) a isogénie prés (cf. [13] prop. 22).

3.22. Prenant pour ¢ I'un des homomorphismes canoniques 0 — End(idrep, @), 0= End(idRepa(G)) ou
0 — End(idgrepeont (), on peut considérer les notions introduites dans pour les catégories abéliennes
Rep, (G), Rep;(G) et Rep™ (G). Un morphisme de Rep, (G) (resp. Rep{®™™ (G)) est un a-isomorphisme

o] 0
si et seulement §’il induit un a-isomorphisme sur les modules sous-jacents. Un morphisme (f,)n>1 de
Rep;(G) est un a-isomorphisme si et seulement si, pour tout entier n > 1, f,, est un a-isomorphisme

de Rep,, (G).
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3.23. Soit n un entier > 1. On désigne par Rep‘g‘ftf(G) la sous-catégorie pleine de Rep,, (G) formée des

0,-représentations dont le 0,,-module sous-jacent est a-plat de type a-fini (B.14)), et par Rep‘;‘ptf(G) la sous-
catégorie pleine de Repﬁont(G) formée des o-représentations continues de G dont le o-module sous-jacent est
a-plat de type a-fini.
‘g‘ptf(G) la sous-catégorie pleine de Rep;(G) formée des systémes projectifs de repré-
sentations (V;,)n>1 tels que, pour tout entier n > 1, V,, soit un objet de Repg‘ftf(G) et que le morphisme
canonique Vj,41 ®o, ., 0, — V;, soit un a-isomorphisme (3.22)).

En munissant m de l'action triviale de G, d’apres et B.I6] le foncteur limite projective induit un

foncteur

(3.23.1) Fi: Rep;”™(G) = Repg™(G)  (Va)uz1 = limm @, V.

0

On désigne par Rep

D’autre part, on a un foncteur

(3.23.2) Fy : Repf®™(G) = Rep™ (G) V= (V/p"V)z1.
En vertu de [38(i)-(ii), on a un foncteur canonique
1
_]_
p
On désigne par Rep2P"(G)g (resp. Rep‘g‘ptf(G)Q) la catégorie des objets de RepSP' (@) (resp. Repg‘ptf(G))
a isogénie pres.

(3.23.3) Rep®?(G) — RepP™(G) Vi V]

o

Lemme 3.24. (i) Le foncteur Fy envoie les a-isomorphismes sur des isomorphismes.

(if) Soit (Vp)n>1 un objet de Rep‘g‘ptf(G). On a un isomorphisme canonique fonctoriel

Fy(Fi((Va)n>1)) = (m @6 Vi )nz1
et un a-isomorphisme canonique (M Qg Vp)n>1 — (Vo)n>1.

Preuve. L’assertion (i) résulte de B2(ii) et lassertion (ii) résulte de (B3] et BIHii).

Lemme 3.25. Soit V un objet de Rep‘;‘ptf(G). On munit m ®, V de la topologie p-adique et de l'action
canonique de G. Alors :

(i) On a un isomorphisme canonique fonctoriel m @, V = Fy(Fy(V)).

(ii) Le a-isomorphisme canonique m ®, V — V est injectif.

Preuve. (1) D’aprés B.8(iii), on a un isomorphisme canonique et fonctoriel de o-représentations continues
MR,V S m®, V ~ imm ®, (V/p™V); d’ott l'assertion.
(ii) Le noyau du morphisme m®, V' — V est a-nul. La proposition résulte du fait que le o-module m®, V'

n’a pas de torsion ([BI2).

Corollaire 3.26. Les foncteurs Fy et Fa induissent des équivalences de catégories quasi-inverses ['une de
lautre

~ f f ~ i
(3.26.1) Rep2™ (G)g = Repl™ (G)o, Rep™ (G)g = Repi™(G)o.

Preuve. En vertu de 219 tout a-isomorphisme est une isogénie. L’assertion résulte alors de [3.24] et B.25]

Proposition 3.27. Le foncteur canonique B233) induit une équivalence de catégories
(3.27.1) Rep2P(G)g — Repy™ ().

Preuve. L'essentielle surjectivité résulte de (32L2). Soient V; et Vi deux objets de RepSP™(@). 11 suffit
de démontrer que le morphisme canonique

(3.27.2) Homg(V1, V2) ®2 Q — Homg (V3 [%], Vz[%])
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est un isomorphisme. D’apres [B25(ii), on a une suite exacte de Rep°™(G)

(3.27.3) 0->mR, Vo= Vo > k®, Vo — 0.

On en déduit une suite exacte

(3.27.4) 0 — Homg(Vi,m ®, V2) — Homg(Vi, V2) = Homeg(V1, k ®, V2).

Comme k ®, V2 est a-nul, on a des isomorphismes (m ®, Vz)[%] ~ Vz[%] et Homg(Vi,m ®, V2) ®2z Q —
Homg (V1, V2) ®z Q. D’aprés B12), on peut donc se ramener au cas ot Va est sans-torsion.

On note Vi tor le sous-module de torsion de Vi et on le munit de la topologie p-adique et de 'action
continue de G induite par Vi (8:20). On a alors des isomorphismes

(3.27.5) Homeg (V1, Va) ~ Homa (V1 / V4 tors V2)

et Vl[%] ~ (%/%,tor)[%]- On peut donc se ramener au cas ou V; est sans-torsion.
Comme V; et V5 sont isogenes a des o-modules libres de type fini ([B.14)), on a un isomorphisme canonique

(3'27'6) Homa(Vl, V2) ®z Q = HomQ(Vl [}9]’ VZ[%])

On en déduit Pinjectivité de (327.2). Etant donnée une application €-linéaire et G-équivariante f : Vl[%] —
‘/2[%], il existe une application o-linéaire g : V3 — V4 telle que g[%] = f. Comme les actions de G sur o et €
sont triviales et les o-modules sous-jacents a V4 et V5 n’ont pas de torsion, I’application g est G-équivariante ;
d’ou la surjectivité de (B27.2).

Lemme 3.28. Soient X un schéma connexe, T un point géométrique de X . Pour tout entier n > 1, on note
encore 0y, le faisceau d’anneaux constant de X de valeur o, et on note 0 Uanneau (0,)n>1 de Xg:.

(i) Pour qu’un 0,-module L de Xt soit localement libre de type fini, il faut et il suffit que sa fibre Lz en
T soit un o0n-module libre de type fini.

(ii) Pour qu’un 0-module L = (IL,,),>1 soit localement libre de type find, il faut et il suffit que L soit adique
et que pour tout entier n > 1, le 0,,-module L, soit localement libre de type fini.

Preuve. L’assertion (i) est démontrée dans ([4] II1.2.11). En calquant la démonstration de ([4] II1.7.19,
7.20), on vérifie I'assertion (ii).

3.29. Conservouns les notations de 32§ et reprenons de plus celles de B21] pour G = 71 (X, Z). Soit n un
entier > 1. La restriction du foncteur pz : By, (x7) — Xee (ZI42) A la sous-catégorie Rep, (m1(X,T)) de
B (x,7) induit une équivalence de catégories :

(3.29.1) Rep, (m1(X,T)) = Mod (X, 0n).

D’apreés B28((i), celle-ci induit une équivalence de catégories (2.9, B21])

(3.29.2) piz : Repy (11(X, 7)) = LLY (X, 0).

D’apres (B2L) et B28((ii), les foncteurs (3:29.2)) induisent une équivalence de catégories
(3.29.3) jiz : Replt(my (X, 7)) = LLY (XY, ,5).

On désigne par LLS(XE:, 0) la catégorie des o-modules localement libres de type fini de Xll\]éi a isogénie pres.

D’apres (8:212), le foncteur (3:229.3) induit une équivalence de catégories

(3.29.4) fiz.0 : Repg™(m1 (X, 7)) = LLY(X{,, ).
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4. COMPLEMENTS DE GEOMETRIE RIGIDE

4.1. Soit . = Spf(o). Pour tout .#-schéma formel de présentation finie X, on désigne par X*& I’espace rigide
cohérent associé¢ ([2] 4.1.6) et par X°¢ le topos admissible de X8 ([2] 4.4.1). On pose © = .#". Pour tout
Ox-module Z, on peut lui associer un faisceau .#'& de %:f ([2] 4.7.4). Le faisceau (€x)™8 est un anneau
de %:idg que l'on note Oxsis ([2] 4.7.5). On a un morphisme canonique de topos annelés ([2] 4.7.5)

(4.1.1) px : (XUE Oxeis) = (Xsar, Ox).
Pour tout Ox-module cohérent .%, on a un isomorphisme canonique ([2] 4.7.25)
(4.1.2) Fre s o (F).

4.2. Soit V un €-schéma séparé de type fini. On peut lui associer un ©-espace rigide quasi-séparé V2" (2]
7.4.12). On désigne par V7' le topos admissible de V?" ([2] 7.3.4) et Oyan P'anneau structural de V2" ([2]
7.3.8). On a un morphisme de topos annelés (le morphisme de GAGA [2] (7.6.2.4)) :

(4.2.1) Dy 1 (VA Gyan) — (Vears O).

a
Si F est un Oy-module, on pose F** = ®7,(F) (I'image réciproque étant pris au sens des modules). L’anneau

Oyan est cohérent (cf. [2] 7.3.10 et 7.3.11). On désigne par Mod " (0y) (resp. Mod®"(Gyan)) la catégorie
des Oy-modules (resp. Oyan-modules) cohérents ([2] 7.3.10).

4.3. Soient X un ?—schéma séparé et de présentation finie ([2.1I), X le schéma formel complété p-adique de
X et V=X®Q,¢ On a un ©-morphisme canonique ([2] 7.4.12.2)

(4.3.1) Xrig _, yan

Si X est propre sur S, celui-ci est un isomorphisme et par suite V2" est cohérent ([2] 7.4.14). Soient .# un

—

Ox-module cohérent et # son complété p-adique. On a un isomorphisme fonctoriel ([2] 7.6.7)
(4.3.2) Fhis Xy (F|V)an | XTiE,

Proposition 4.4. Soient V un €-schéma séparé de type fini et F' un Oy-module cohérent. Si F** =0, F
est également nul.

Preuve. Le support de F' est un sous-ensemble fermé de V. Comme chaque sous-ensemble fermé de V a
un point fermé, il suffit de démontrer que, pour tout point fermé P de V', Fp est nul.

Soient P un €-point de V et Q : © — V" le morphisme d’espaces rigides associé ([2] 7.4.12). D’apres ([2]
7.4.12.3), il existe un ?—schéma X séparé de présentation finie et de fibre générique V tel que @ se factorise
en un morphisme © — Xrig que 'on note encore @, suivi du morphisme canonique Xrig _, yan E30).
Daprés ([2] 3.3.12 et 4.1.20), il existe un unique point rigide 2 : . — X ([2] 3.3.1) tel que Q = 2",

Pour démontrer que Fp est nul, on peut se ramener au cas ot X = Spec(A) est affine. On note Ale
complété p-adique de A et on pose B = A[%], B = E[%] et f: B — B’ le morphisme canonique. Le point
rigide 2 de X correspond 4 un idéal maximal q de B’ (cf. [2] 3.3.2). D’aprés ([2] 1.12.11(i)), p = £~(q) est
I'idéal maximal de B correspondant au point fermé P.

Il existe un Ox-module cohérent . tel que ¥ ®, € ~ F (|2] 2.6.23). En vertu de (£3.2)), on a un
isomorphisme Z'& = F an| Xrig_ On en déduit que Zig = (. 1l existe un A-module cohérent M tel que .F
soit isomorphe au @x-module associé & M. Notons M le complété p-adique de M. D’apres ([2] 1.12.16), le
couple (A, pA) vérifie la condition de Krull ([2] 1.8.25) et on a alors un isomorphisme

(4.4.1) Moy A= M.
D’apres (]2] 4.8.24), le B’-module ]\7[1—1)] est nul. On en déduit que
1 — 1

(4.4.2) (M[E])p ®p, By ~ (M[ED"
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est nul. D’apres ([2] 1.12.17), le morphisme canonique A — A est plat. Il en est méme du morphisme local
By — By. En vertu de ([16] 6.6.1), By est fidelement plat sur By. Le By-module (M[]%])ICI ~ Fp est alors nul,
d’ott la proposition.

Corollaire 4.5. Sous les hypothéses ded.4l. Le foncteur
(4.5.1) d} : Mod™?(0y) — Mod™?(Oyan)  F s Fo©
est exact et fidéle.

Preuve. Cela résulte de Al et ([2] 7.6.8).

Proposition 4.6. Soient V' un schéma séparé de type fini sur € et F un Ox-module cohérent. Pour que F
soit plat, il faut et il suffit que F*" soit un Oyan-module plat.

Preuve. Si F est plat, c’est alors un fibré vectoriel sur V. On en déduit que F?" est localement libre de
type fini et est plat.

Supposons que F*" soit plat. Soient U un ouvert de V, Fyy la restriction de F' a U et F3" = @ (F) (@LI).
Le Opyan-module F§* s’identifie & la restriction de F** sur U*". Comme U2} a suffisamment de points ([2]
7.3.14), F§" est un Oyan-module plat. Comme le foncteur @}, (£5.]]) est exact et fidele, on en déduit que le

foncteur
(4.6.1) Fu ®¢, — : Mod™®(0y) — Mod™"(0y)

est exact. La proposition s’ensuit compte tenu de ([2] 1.3.17).

5. RAPPEL SUR LES COURBES

5.1. Dans cet article, une courbe sur un corps F est un schéma séparé de type fini et géométriquement
connexe sur F' de dimension 1. Une courbe propre sur un corps algébriquement clos est dite semi-stable si
elle est réduite et a pour seules singularités des points doubles ordinaires. On notera que cette définition est
moins restrictive que la définition classique puisqu’on n’impose aucune condition sur 'intersection avec les
composantes rationnelles.

5.2. Soient T = Spec(R) le spectre d’'un anneau de valuation R de hauteur 1, de corps des fractions F,
et F une cloture algébrique de F. On note 7 (resp. t) le point générique (resp. fermé) de T et 7 le point
géométriquement générique correspondant  F.

Une T'-courbe est un T-schéma plat, séparé, de présentation finie et de dimension relative 1 dont la
fibre générique est une courbe lisse sur F. Une T-courbe f : X — T est propre (resp. réguliére, resp.
normale) si f est propre (resp. X est régulier, resp. X est normal). D’apres ([33] § 4 3.8), toute T-courbe est
irréductible et réduite. D’apres la factorisation de Stein ([18] 4.3.1), la fibre spéciale d’une T-courbe propre
est géométriquement connexe et est donc une t-courbe propre ([&.1)). On dit qu’une T-courbe X; domine une
autre T-courbe X5 s’il existe un T-morphisme dominant de X; dans Xs.

On dit qu'une T-courbe est semi-stable si elle est propre et si sa fibre spéciale géométrique est une courbe
semi-stable. On dit qu’une T-courbe X est cohomologiquement plate en dimension 0 si elle est propre et si
le faisceau Ox est cohomologiquement plat sur 7' en dimension 0, i.e. si le morphisme structural A : X — T
induit un isomorphisme &r = \.(Ox) universellement ([I8] 7.8.1). On notera quune T-courbe propre &
fibres géométriquement réduites (en particulier une T-courbe semi-stable) est cohomologiquement plate en
dimension 0 (cf. [18] 7.8.6).

Une T-courbe propre X est appelée modéle (resp. T-modele) de sa fibre générique (resp. de sa fibre
géométrique générique). Soit C' une courbe propre et lisse sur . On dit qu'un 7T-modele X; de C' domine
un autre T-modele Xs de C, §’il existe un T-morphisme de X; dans X induisant un isomorphisme entre les
fibres génériques.
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5.3. Pour toute T-courbe semi-stable X, le foncteur de Picard relatif Pic% 7 1) est représentable par un

T-schéma semi-abélien (cf. [§] 9.4.1). Si T' = 5 @10, on a Pic(S) = 0 et donc un isomorphisme canonique
Pic(X) = Picx/ﬁ(g) (cf. [§] 8.1 Prop.4).

Définition 5.4. Soient (7, 7) comme dans et X une T-courbe propre.

(i) On appelle T-revétement de X la donnée d’un T-morphisme propre de présentation finie de T-courbes
¢ :Y — X tel que le morphisme ¢, : Y; — X soit un revétement étale.

(ii) Soit ¢ : Y — X un 7-revétement. Si la T-courbe propre Y est cohomologiquement plate en dimension 0
(resp. a des fibres géométriquement réduites, resp. est semi-stable, resp. est réguliére), on dit que ¢ : Y — X
est un T-revétement cohomologiquement plat en dimension 0 (resp. d fibres géométriquement réduites, resp.
semi-stable, resp. régulier) et en abrégé un 7-revétement c.p.d.0.

(iii) On dit qu'un 7-revétement ¢ : Y — X est fini si le morphisme sous-jacent Y — X est fini.

(iv) Soit ¢ : Y — X un 7-revétement. Si ¢, : Y — X, est un revétement étale et galoisien de groupe des
automorphismes G et si 'action de G sur Y, s’étend en une X-action sur Y, on dit que ¢ : Y — X est un
T-revétement galoisien.

Soient 1 : Y7 — X et g : Yo — X deux 7-revétements de X. Un morphisme de @1 dans @2 est un
X-morphisme 7 : Y1 — Y5. On notera alors que Y; domine Ys et on dira que ¢; domine @s. Supposons
de plus, que 1 et @y soient galoisiens. Alors, le morphisme 7, : Y7 » — Ya - est un revétement galoisien.
Notons w : Aut(Y: /X ;) = Aut(Yz,-/X,;) Phomomorphisme induit par 7.. On dit que 7 est équivariant s'il
est u-équivariant.

Théoréme 5.5 (Grothendieck; cf. [1] pour g(C) > 2 et [33] § 10.2 pour g(C) = 1). Pour toute K -courbe
propre et lisse C' (2.1)), il existe un trait S’ fini sur S tel que C admette un S’-modéle semi-stable.

5.6. Soit X une S-courbe propre. Une désingularisation de X est un modele régulier de X, dominant X.
On sait qu’il existe une désingularisation de X (cf. [33] § 8 3.44). Si le genre de X, est > 1, grace au critére
de contraction de Castelnuovo (cf. [33] § 9 3.21), on peut construire une désingularisation minimale Y de X
unique & isomorphisme pres, ¢’est-a-dire que toute désingularisation Y/ — X se factorise d’une fagon unique
a travers Y. D’apres ([33] § 9 3.13), tout n-automorphisme de X, s’étend en un S-automorphisme de la
désingularisation minimale de X.

Proposition 5.7 ([34] 2.7 et 2.8). Soit X une S-courbe propre. Il existe un trait S” fini sur S tel que Xg
soit dominé par un S'-modéle semi-stable et régulier X' de X5. Si le genre de X, est > 1, on peut trouver
S’ de sorte que X' soit la désingularisation minimale de Xg.

Corollaire 5.8. Soient C une K -courbe propre et lisse, X1 et Xo deux S-modéles de C. Il existe un trait
S’ fini sur S et un S'-modéle X3 semi-stable et régulier de C dominant X1,s et Xa. 5.

Preuve. 1l existe un S-modele X de C' dominant X; et Xo ([I3] prop. 20). L’assertion résulte alors de 571

5.9. On dit qu’un S-schéma X a une réduction semi-stable si, localement pour la topologie étale, X est
isomorphe a un S-schéma de la forme

(5.9.1) Spec(Oklti, ... tm]/(tr .. tn — 1)),

ou 7 est une uniformisante de Ok, m et n sont des entiers vérifiant m > n > 1. On notera qu’une S-courbe
propre admet une réduction semi-stable si et seulement si elle est semi-stable et réguliére (cf. [43] 1.6).

5.10. Soit X une S-courbe a fibres géométriquement réduites. D’apres ([33] § 4 1.18), pour tout trait S’ fini
sur S, le schéma Xg: est normal. On en déduit par passage a la limite projective que le schéma X = X xg S

2I1) est normal.

Proposition 5.11. Soit X une S-courbe propre.
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(i) Etant donnés un nombre fini de n-revétements (resp. n-revétements galoisiens) @; : Y; — X, il existe
un trait (S',n') fini sur (S,n), un n'-revétement semi-stable, réqulier et galoisien ¢ : Y — Xg et pour chaque
©i, un morphisme (resp. un morphisme équivariant) de ¢ dans p; xg S’.

(ii) Pour tout n-revétement fini (resp. fini et galoisien) ¢ : Y — X, il existe un trait (S’,n') fini sur (S,n)
tel que p x g S" soit dominé par un n'-revétement fini, d fibres géométriquement réduites (resp. fini, galoisien,
a fibres géométriquement réduites) de Xg.

(iil) Pour tout n-revétement ¢ : Y — X, il existe un trait (S',n') fini sur (S,n), un S'-modéle semi-stable
X' de X7 dominant X et un n'-revétement semi-stable, régulier, fini et galoisien ¢' : Y' — X' qui s’insére
dans un diagramme commutatif

(5.11.1) y' —2 - X

|

Ps’
YS/ E—— XS/.

Preuve. (i) Si le genre de X, est nul, X5 n’admet aucun revétement étale non-trivial. Dans ce cas, I’énoncé
(i) résulte de .7 appliqué aux produits des Y; au-dessus de X. Pour g(X,,) > 1, cela résulte de 57 et des
propriétés de la désingularisation minimale, appliquées au produit des Y; au-dessus de X (cf. [I3] Thm. 12
et [I4] Thm. 4).

(ii) D’apres ([20] Thm. 2.0), il existe un trait (S’,n’) fini sur (S,7n) tel que la normalisation Y’ de Yy ait
une fibre spéciale géométriquement réduite. Comme Y est excellent, Y’/ est fini sur Y. Supposons de plus
que ¢ : Y — X soit galoisien. Comme Y est la cléture intégrale de Y dans Y x g7/, Paction de Aut(Y,/X,)
sur Y s’étend en une action sur Y, i.e. Y — Xg est aussi un n’-revétement galoisien.

(iii) D’apres (i), quitte & remplacer K par une extension finie, ¢ est dominé par un 7-revétement semi-
stable, régulier et galoisien Y — X. Notons G = Aut(Y,/X,). L’action de G sur Y, s’étend en une X-action
sur Y. Comme Y est projective ([32] Thm. 2.8), le quotient Y’/G existe ([15] V.1); notons le X’. Calquant
la démonstration de ([34] 3.8) (cf. aussi [40] Prop. 5), on vérifie que X’ est un modele semi-stable de X,
dominant X. Donc Y’ — X’ est un n-revétement semi-stable, régulier, fini et galoisien. Comme le diagramme

(5.11.2) Y, — X/

Y, — X,

est commutatif, il en est de méme de (BILI]) en vertu de ([I7] 7.2.2.1).

Corollaire 5.12. Soit X une S-courbe propre.

(i) Etant donnés un nombre fini de T-revétements de X , il existe un 7j-revétement semi-stable et galoisien
de X qui les domine tous.

(ii) Tout TJ-revétement ¢ : Y — X fini et galoisien est dominé par un Tj-revétement fini, galoisien et
fibres géométriquement réduites.

Preuve. D’aprés la théorie de la descente ([19] 8.8.3 et 8.10.5), quitte & remplacer S par une extension
finie, tout 7-revétement (resp. T-revétement fini, resp. T-revétement fini et galoisien) de X se descend en un
n-revétement (resp. n-revétement fini, resp. n-revétement fini et galoisien). Le corollaire résulte alors de BT}

5.13. Soient X une ?-courbe projective et de présentation finie et C' = Xﬁ ). L’anneau o est universelle-
ment cohérent ([2] 1.12.15). Par suite, 'anneau @x est cohérent. On note Mod“"(&x) (resp. Mod®"(0))

la catégorie des Ox-modules (resp. Oc-modules) cohérents et Modb‘)h(ﬁ x) la catégorie de &x-modules co-

hérents & isogénie pres. D’apres ([2] 2.6.23), tout Oc-module cohérent se prolonge en un €’x-module cohérent.
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Etant donnés deux objets F et F' de Mod®"(&x), on a un isomorphisme

(5.13.1) Homg, (F, F') @7 Q = Home (F5, ]-'%)

Celui-ci implique que F et F' sont isogénes dans Mod®"(0x) si et seulement si leurs fibres génériques
sont isomorphes sur C. Donc, le foncteur canonique Mod®"(€x) — Mod®"(€) induit une équivalence
de catégories

(5.13.2) Mod$" (0x) = Mod™"(0¢).

5.14. Conservons les notations de 113l On pose . = Spf(o) et on note X le schéma formel complété p-
adique de X qui est propre et de présentation finie sur .. En particulier, Ox est cohérent (|2] 2.8.1). Pour
tout Ox-module F, on note F son complété p-adique. On note Modmh(ﬁgg) la catégorie des Ox-modules

cohérents. Comme X est projectif et de présentation finie sur S, le foncteur
(5.14.1) Mod®"(0x) — Mod“"(6%), F— F

induit une équivalence de catégories ([2] 2.13.8).
Pour tout Ox-module #, on pose

1
(5.14.2) «?[1—3] =7 @z, Qp
On note ModCOh(ﬁx[%]) la catégorie des ﬁx[ ]-modules cohérents et ModCOh(ﬁx) la catégorie des Ox-
modules cohérents a isogénie pres. Alors le foncteur canonique

1 1
(5.14.3) Mod®"(0x) — Mod®"(0x[~]), .F — F[-],
p p
induit une équivalence de catégories ([4] I11.6.16)
~ 1
(5.14.4) Mod§" (0x) = Mod“"(0x[~)).
p

Choisissons des quasi-inverses de (B.14.1]) et (514.4)). On désigne par jx le foncteur composé de I’équivalence

de catégories (B.13.2)) et des quasi-inverses de (G.I4.1), (B.I14.4)
1.0 ~

(5.14.5) 9% : Mod®(0x[~]) = Mod™"(6).
p

Lemme 5.15. Conservons les notations de 514l Pour tout ﬁx[%]—module localement projectif de type fini
F 29, 1x(F) BILH) est un fibré vectoriel sur C.

Preuve. Posons F = jx(.#). On désigne par X*& I’espace rigide cohérent associé au schéma formel X (£.1])
et C" Despace rigide quasi-séparé associé au €-schéma propre C' ([@2). On a un isomorphisme X" = Can
([#3) et un morphisme de topos annelés ([2] 4.7.5)

1
(5.15.1) px ¢+ (X34, Oxnis) = (Xjar, @’x[];])-
En vertu de (@I1.2)) et (£32), on a un isomorphisme
(5.15.2) P (F) = F*.

Le Ocan-module F2" est alors localement projectif de type fini. Par suite, c’est un @can-module plat ([2.9)).
D’apres[4.6] F est plat. Le lemme s’ensuit.

Lemme 5.16. Conservons les notations de [BI4l
(i) Pour tout Ox-module ', on a un isomorphisme canonique

(5.16.1) F(%,%[%]) ~ (X, #) @z Q.
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(ii) Soient F un ﬁx[%]—module cohérent et F' = yx(F). Pour tout entier i > 0, on a un isomorphisme
canonique

(5.16.2) H'(X,.Z) ~ H'(C, F).
Preuve. (i) Par platitude de Ox sur o, il suffit de démontrer I'isomorphisme (GI6.0) pour les ouverts
affines. Dans ce cas, cela résulte de ([2] 2.10.5).

(ii) 1l existe un @x-module cohérent F tel que .F ~ ]?[%] et que F' ~ F. Dapres ([2] 2.13.2), on a un
isomorphisme canonique

(5.16.3) HY(X,F) ~ H'(X, F).
On déduit par (i) un isomorphisme H' (X, F )®2Q ~ H (X, .%). Par platitude, on a un isomorphisme canonique
(5.16.4) H' (X, F)®zQ ~ H(C, F).

L’assertion s’ensuit.

6. CORRESPONDANCE DE DENINGER-WERNER

On rappelle que le corps résiduel k de Ok est une cloture algébrique de F,, (2.I).

Définition 6.1. (i) Soient C' une courbe propre et lisse sur un corps algébriquement clos de caractéristique
p et Fro : C — C le Frobenius absolu de C. On dit qu'un fibré vectoriel F' sur C' est fortement semi-stable
si (Frgx)*(F) est un fibré vectoriel semi-stable pour tout entier n > 0.

(ii) Soient C' une courbe propre sur un corps algébriquement clos de caractéristique p et 7 : C—Cl
normalisation du sous-schéma réduit sous-jacent & C. On dit qu’'un fibré vectoriel F' sur C' est fortement
semi-stable de degré 0 si m*(F') est fortement semi-stable de degré 0 sur chaque composante irréductible de

C.

On notera qu’un fibré vectoriel semi-stable sur une courbe propre et lisse de genre g > 2 sur un corps de
caractéristique p n’est pas nécessairement fortement semi-stable (cf. [26]).

Théoréme 6.2 ([14] Thm. 16, Thm. 17 et [48] 2.4). Soient X une S-courbe propre, X = X ><§§ @) et

F un fibré vectoriel sur X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La fibre spéciale Fs de F est fortement semi-stable de degré 0 sur Xs.

(ii) Pour tout n > 1, il existe un 7-revétement ¢ : X' — X [BA) tel que @ (Fy) soit libre de type fini, ot
Fn (resp. @) est la réduction modulo p™ de F (resp. ¢) ZIT).

(iil) Il existe un entier n > 1 et un T-revétement ¢ : X' — X tels que o (F,) soit libre de type fini.

Définition 6.3. Conservons les notations de On appelle fibré vectoriel de Deninger- Werner sur X tout
fibré vectoriel sur X vérifiant les conditions équivalentes de On désigne par Q])DV(W la sous-catégorie pleine
de Vect ;- (Z.8) formée des fibrés vectoriels de Deninger-Werner.

Proposition 6.4. Soit X une S-courbe semi-stable. Un fibré en droites sur X est de Deninger-Werner si

et seulement si sa classe appartient d Pic;/é(g) @3).

Preuve. D’apres ([14] Thm. 12), la catégorie W)DV(W contient tous les fibrés en droites dont les classes sont
dans Picgz/é(?). Inversement, pour tout fibré en droites L € ‘B?(W, I'image inverse de la fibre spéciale L
sur la normalisation de chaque composante irréductible de X est de degré 0. D’aprés ([14] Thm.13), la fibre

générique Lz de L est donc aussi de degré 0. Ceci implique que L € Picg{/ﬁ(S) en vertu de ([8] 9.1.13).

Proposition 6.5. Soient X une S-courbe propre et lisse, n un entier > 1 et L un fibré en droites dont la

classe appartient d Pic(;(/g(S). Alors, il existe un Tj-revétement fini, galoisien et a fibres géométriquement

réduites de X trivialisant L,,.
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Preuve. Quitte a remplacer K par une extension finie, il existe une S-courbe propre et lisse Y telle que
X >~ Y et un point z € Y(5). On sait que Picg)//s est un schéma abélien sur S ([8] 9.4.4). La classe de L est

contenue dans Picy, / 5(S). On a un morphisme de S-schémas

(6.5.1) o0 Y = Pic} g

défini, pour tout S-schéma T, par

(6.5.2) Y(T) > Picks(T) gy [Ovely — o).

Notons A = (Pic}, /5)" le schéma abélien dual de Picg)// g et considérons le morphisme d’Albanese défini par
z €Y(S),

(6.5.3) o 1Y 25 Pich g B A,
ou @ est la polarisation canonique ([35] 2.6.4). D’apres ([35] 2.7.9), le morphisme
(6.5.4) AV ~ Pic)) ¢ =5 Pich g ~ A,

induit par ¢,, s’identifie & —idav. Il existe donc un fibré en droites L’ sur i = A xg ? dont la classe
appartient a Pic%/s(g) tel que ¢} (L") ~ L. Par descente ([I9] 8.8.3), le groupe Pic4,g(k) =~ Picy, (k) est
de torsion. Il existe un entier N tel que

(6.5.5) N*[L{]=0  dans Pic},q(k),

ol on a encore noté N : Pic% /s Pic% /s le morphisme de la multiplication par N. Le groupe
Ker(Pic%/S(on) — Pic%/s(k))

est de p"-torsion en vertu de ([47] 2.4). On a donc

(6.5.6) (p"N)*[L,] =0  dans Pic} (0,).

On désigne par Y™ le T-schéma défini par le diagramme cartésien

(6.5.7) vy g
| b
y 24

) Y,, est triviale. D’apres la théorie du corps de

En vertu de ([6.5.6), 'image réciproque de L,, par v,
classes géométrique ([45] VI 11), Y,,(n) est géométriquement connexe et est un revétement étale et galoisien
de Y;,. D’apres (6.5.7), Paction du groupe Aut(Yn(")/Yn) s’étend en une Y-action sur Y™ . Donc Y™ — Y

est un 7-revétement fini et galoisien. La proposition résulte alors de BI2(ii).

6.6. Soient X une S-courbe propre, T un 7-point de X7 et n un entier > 1. On se propose de construire
un foncteur de W)DV(W dans Rep{ffl (m (X7, 7)) B2I). Soit F un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X.

Comme X est propre, le -point T se prolonge en une section S — X que I’on note encore (abusivement) 7.
On note T,, : S;, = X,, la réduction modulo p™ de T. On définit le 0,,-module sous-jacent a la représentation
associée a F par

(6.6.1) Vn(]:) = F(gnaf:;(]:n))v

qui est un 0,-module libre de type fini.
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D’apres B12(i), il existe un 7j-revétement c.p.d.0 et galoisien ¢ : X’ — X de groupe des automorphismes
G tel que ¢} (Fy,) soit libre de type fini. Soit (C;,7;)icr un revétement universel galoisien de (X7, Z) (ZI14).
Choisissons un point géométrique § € X%(ﬁ) au-dessus de Z. Il existe ¢ € I et un épimorphisme
Celui-ci induit un épimorphisme

gi : Aut(Cl/Xﬁ) — G

défini pour tout o € Aut(C;/X5), par &(0)(7) =& o 0(y;). Le composé des homomorphismes
(6.6.2) & m (X5, T) = Aut(Ci/X7)P =5 GoP
est indépendant du choix de ¢ € I mais dépend du choix de 7 au-dessus de T. En effet, soient 7 et 7' deux
77-points de X, au-dessus de 7. Il existe un élément 1 € G tel que h(y) = 7. D’apreés ([13] Thm.13 (19)), les
homomorphismes &, & : m1(C, @) — G°P sont reliés par :
(6.6.3) 7 () =h&g(Nh™, ¥y em(CT).

6.7. Conservons les hypotheses et notations de On construit une action p, 7 de m (X7, 7) sur V,,(F).
L’action de G sur X7 s'étend en une X-action sur X'. Tout g € G induit donc un automorphisme

(6.7.1) 9 DX, 00 (Fa)) = T(X,, 00 (Fn))-
Le 7-point 7 se prolonge en un S-point de X’ au-dessus de € X () que 'on note encore (abusivement) 7.
Comme le morphisme structural A : X’ — S vérifie \.(Ox/) = U5 universellement, le morphisme 7, : S, —
X/, déduit de 7 induit un isomorphisme :
(6.7.2) Ty D(X 00 (Fn)) = TS0, T (o3 (Fn))) = Vi (F).
Pour tout vy € 1 (X7, T), posant g = &;(v), on définit un automorphisme p, () de V,(F) par
@) % n x U
(6.7.3) puF (1) 2 Va(F) =2 T(X, 04 (Fa)) 5 DX, 03 (Fa)) = Vi (F)

On notera que p, 7 est 'homomorphisme composé
(6.7.4) pur T (X, ) T GP = Aute, T(XL, 0% (Fn)) 225 Auto, Vo(F).
On définit la o0,-représentation de 71 (X7, @) associée a F par (V,(F), pn,7) que I'on note encore V,,(F).

Proposition 6.8 ([13] Thm. 13). Sous les hypothéses de 6.6, la o, -représentation V, (F) de m(X7,7) est
indépendante des choix du n-revétement c.p.d.0 ([B.A(ii)) et galoisien ¢ : X' — X et du point § de Xi
au-dessus de T, a isomorphisme preés.

6.9. Conservons les hypotheses et notations de Etant donnés un morphisme f : F — F' de ‘B?(W et un
entier n > 1, il existe un 7j-revétement c.p.d.0 et galoisien ¢ : X’ — X trivialisant F,, et F), (cf. BIA(i)).
L’isomorphisme (G.7.2) est clairement fonctoriel en F. D’aprés[6.8] le morphisme f induit un morphisme de
on-représentations de 7 (X7, 7)

(6.9.1) Vi (f) : Vo (F) = Vi (F).
La correspondance F — V,(F) définit ainsi un foncteur qu’on note (3:21])
(6.9.2) Vo, : B2V — Rep,! (1 (X7, 7))

Proposition 6.10 ([I3] Thm. 14 et 16). (i) Les foncteurs {V,}n>1 [692) sont compatibles et ils définissent
un foncteur o-linéaire et exact ([B21])

(6.10.1) V0PV — Repy! (m1 (X7, 7)),

qui commute aux produits tensoriels, aux passages aux duauz et aur homomorphismes internes. On le note
aussi V ¢ pour signifier que la construction dépend de X.
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(ii) Pour tout morphisme dominant f : X' — X de S-modéles de X7, Uimage inverse d’un fibré vectoriel de
Deninger-Werner sur X par f est de Deninger- Werner sur X'. De plus, on a un isomorphisme de foncteurs

(6.10.2) Vg 5 Vg o f*

6.11. Dans la suite de cette section, on fixe une courbe propre et lisse C' sur K, T un 7-point de C' et on
pose C = C @5 €.

Définition 6.12. (i) On dit qu'un fibré vectoriel F sur C' est de Deninger- Werner s'il existe un S-modéle
X de C et un fibré vectoriel de Deninger-Werner F sur X muni d'un isomorphisme F ~ }%. On désigne par
‘ng la sous-catégorie pleine de Vect ~ formée des fibrés vectoriels de Deninger-Werner.

(ii) On dit qu’'un fibré vectoriel F sur C est potentiellement de Deninger- Werner s'il existe un revétement
étale et connexe 7 : C" — C tel que, posant © = 7 @3, 7 (F) soit de Deninger-Werner sur C'=c’ ®@%<. On
désigne par mg;}‘/ la sous-catégorie pleine de Vect s formée des fibrés vectoriels potentiellement de Deninger-
Werner.

Théoréme 6.13 ([I4] Thm. 11, 12, 13). (i) Les sous-catégories ‘Zigw et mggv de Vect sont stables par
extensions.

(ii) La catégorie Q}g?;v contient tous les fibrés en droites de degré 0 sur C.

(iii) Tout fibré vectoriel de ‘Bgzv est semi-stable de degré 0.

6.14. Soit X un S-modele de C. D’apres 513, on a un foncteur pleinement fidele Jx ¢ Q])DV(VQVQ — ‘l]gw.
D’apres (8212), [6GI02) et ([I3] Cor. 21), on obtient un foncteur €-linéaire, exact B1J) :

(6141) Vé . mgw RN Rep(éont (7_‘_1 (07 E))

qui commute aux produits tensoriels, aux duaux et aux homomorphismes internes (cf. [I4] Thm. 28).

7. TOPOS ANNELE DE FALTINGS

7.1. Dans cette section, on se donne un S-schéma plat, séparé et de type fini X tel que X = X x5S (ZILI)
soit normal. On notera que X est localement irréductible dans le sens de ([4] I11.3.1). En effet, comme X
est S-plat, ses points génériques sont les points génériques du schéma X7, qui est noethérien ; 'ensemble des
points génériques de X est donc fini (cf. [4] II1.3.2(ii)). On note 2 : X — X et h: X5 — X les morphismes
canoniques. On désigne par E la catégorie des morphismes de schémas V' — U au-dessus du morphisme
canonique Xz — X, i.e. des diagrammes commutatifs

(7.1.1) V——=U

|

Xﬁ—>X

tels que le morphisme U — X soit étale et que le morphisme V' — Us soit fini et étale ([4] VI.10.1). Elle est
fibrée au-dessus de la catégorie Et /x des X-schémas étales, par le foncteur

7.1.2 7:E—=Et)y, Vs U)— U
/

La fibre de m au-dessus d’'un X-schéma étale U est la catégorie Etf/UW des schémas finis étales au-dessus de
Uz, que P'on équipe de la topologie étale (ZI3]). La catégorie fibrée 7 est alors un site fibré. ([6] VI 7.2.1)
On munit E de la topologie co-évanescente ([4] VI.5.3), c’est-a-dire, la topologie engendrée par les recou-
vrements {(V; — U;) = (V — U)}ier des deux types suivants :
(v) U; = U pour tout i € I, et (V; = V);er est un recouvrement ;

(¢) (U; = U);er est un recouvrement et V; ~ U; Xy V pour tout i € I.
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On appelle topos de Faltings de X et I'on note E , le topos des faisceaux d’ensembles sur E. Si F' est un
préfaisceau sur F, on note F'* le faisceau associé. Signalons la description commode et simple suivante de
E.

Proposition 7.2 ([4] V1.5.10). La donnée d’un faisceau F sur E est équivalente a la donnée pour tout
objet U de Et/x dun faisceau Fy de Ug gy (ZI3) et pour tout morphisme f : U — U de Et/X d’un
morphisme Fyy — (f)see «(Fur), ces morphismes étant soumis a des relations de compatibilité, tels que, pour
toute famille couvvrante (fy, : Uy, — U)nex de Et/X, st pour tout (m,n) € 22, on pose Upp = U, Xy Uy, et
on note fmn : Unn — U le morphisme canonique, la suite de morphismes de faisceauzr de Us sey

(7.2.1) Fy — H(fn,ﬁ)fét*(FUn) = H (fmnm)tse«(Fu,.,,)

nex n,mex

soit exacte.

En vertu de la proposition précédente, on peut identifier tout faisceau F' sur E au foncteur {U — Fy}
associé, ou U € Ob(Et,x) et [y € Ob(Us tet) est la restriction de I’ a la fibre de 7 au-dessus de U.

7.3. Pour tout U € Ob(Et/X), on a un foncteur canonique :
(7.3.1) apy : Btyp. = B, V= (V=U).

Le foncteur ax; : Etf/ x; — E est continu et exact a gauche ([4] V1.5.32). Il définit donc un morphisme de
topos ([4] VI.(10.6.3))

(7.3.2) B:E — X ger.

Le foncteur

(7.3.3) ot Bty > E, U~ (U; =)

est continu et exact & gauche ([4] VI.5.32). Il définit donc un morphisme de topos ([4] VI.(10.6.4)) :
(7.3.4) o:E— Xg.

Par ailleurs, le foncteur

(7.3.5) UVt E—Btx, (VoU~V

est continu et exact a gauche ([4] VI.10.7). Il définit donc un morphisme de topos :

(7.3.6) U Xpa — E.

On vérifie aussitot qu’on a un isomorphisme canonique

(7.3.7) BoW = PXrs

ou px. : Xg.et — Xqger est le morphisme canonique ZI33)). On en déduit par adjonction un morphisme
(7.3.8) 8 — \I/*p}ﬁ,

qui est un isomorphisme en vertu de ([4] VI.10.9(iii)).

7.4. On désigne par D la catégorie des morphismes de schémas V — U au-dessus du morphisme canonique
h: Xz — X, ie. des diagrammes commutatifs
\%

(7.4.1)
Xﬁ —_—

—

el —

)
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tels que les floches verticales soient étales (cf. ] VI.4.1). Elle est fibrée au-dessus de la catégorie Et /x des
X-schémas étales, par le foncteur

(7.4.2) w:D—Et)y (V-oU)~U.

La fibre de w au-dessus d’un schéma étale U est la catégorie Et U~ des schémas étales au-dessus de Ug, que
l’on équipe de la topologie étale. La catégorie fibrée w est alors un site fibré (cf. [6] VI 7.2.1).

On munit D de la topologie co-évanescente ([4] VI.5.3), c’est-a-dire la topologie engendrée par les recou-
vrements {(V; — U;) = (V — U)}ier des deux types suivants :

(v) U; = U pour tout i € I, et (V; — V);es est un recouvrement ;

(¢) (U; = U);er est un recouvrement et V; ~ U; Xy V pour tout i € I.

Le topos des faisceaux d’ensembles sur D est appelé le topos co-évanescent et est noté Xét(;XétXﬁ,ét.
Celui-ci vérifie une propriété universelle qui explique cette notation (cf. [4] VI.3.7 et VI.3.12). Les foncteurs

(7.4.3) pi :Et,;x »D, U~ (Us—7U),

(7.4.4) p; :Btyx.—D, Ve (V-X),

sont exacts & gauche et continus. Ils définissent donc deux morphismes de topos ([6] TV 4.9.2)
(7.4.5) Py Xét<;XétXﬁ,ét — Xt,

(7.4.6) Py Xét(;XétX_,ét — X7 6t

7.5. Tout objet de E est naturellement un objet de D. On définit ainsi un (Et /x )-foncteur cartésien plei-
nement fidéle

(7.5.1) ptE—=D

dont la fibre au-dessus d’un schéma étale U sur X est le foncteur d’injection canonique Etf/UW — Et U Le
foncteur (TH.T) est continu et exact & gauche ([4] VI.10.15). 11 définit donc un morphisme de topos

(7.5.2) P Xeo X xo X0 = E.

Il résulte aussitot des définitions que les carrés du diagramme

(7.5.3) Xet <2 Xoo % x0 X st —2> Xo et
‘ lp ipxﬁ
o = B
Xét E Xﬁ,féta

ol px_ est le morphisme [2I33), sont commutatifs & isomorphismes canoniques pres.

7.6. D’apres ([4] VI.3.11), la donnée d’un point de X <;Xét X7,¢¢ est équivalente a la donnée d’une paire de
points géométriques T de X et 7 de X7 et d'une fleche de spécialisation u : J — X(z), ot X(z) est le localisé
strict de X en T. Un tel point sera noté (g ~> T). On désigne par p(g ~» T) son image par p, qui est donc un
point de E. D’apres ([4] VI.5.30 et VI.10.18), lorsque (¥ ~~ T) décrit la famille des points de XétyxétXﬁ)é‘”
la famille des foncteurs fibres de Xe; X x,, X4t (resp. E) associés aux points (g ~» Z) (resp. p(y ~» T)) est
conservative.

7.7. Reprenons les notations de On désigne par

(771) Wscoh : Dscon — Etscoh /X5 Tscoh © Fscon — Etscoh /X

les sites fibrés déduits de w ([([L42) et m (T2 par changement de base par le foncteur d’injection canonique
(772) Etscoh /X — Et/Xa

et par ¢1 : Dgcon — D et 1o : Escon — E les projections canoniques. D’apres ([4] VI.5.21), si on munit Dgcon

(resp. Escon) de la topologie co-évanescente définie par wscon (resp. mscon) et si on note Dgcon (resp. Escon)
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le topos des faisceaux d’ensembles sur Dgcon (resp. Escon), le foncteur ¢q (resp. ¢2) induit par restriction une
s , . <« ~ = o~
équivalence de catégories X¢¢ X x,, X566 — Dscon (resp. £ — Egcon)-

7.8. Pour tout (V — U) € Ob(E), on note T la cloture intégrale de U dans V. On désigne par % le
préfaisceau d’anneaux sur E défini pour tout (V' — U) € Ob(E), par

(7.8.1) BV - U) =TT, 05v).
Pour tout U € Ob(Et) x), on pose (Z.3.1)
(7.8.2) By =PBoap.

D’aprés ([4] 111.8.16), % est un faisceau pour la topologie co-évanescente de F. On dira dans la suite que %
est 'anneau de E associé & X. Pour tout entier n > 1 et tout U € Ob(Et/X), on pose

(7.8.3) Bn = Bp" B,
(784) @U,n = @U/pn@[]'

La correspondance {U + %y, } forme naturellement un préfaisceau sur E dont le faisceau associé est
canoniquement isomorphe au & %,, (cf. [4] VI.8.2 et V1.8.9).

7.9. Considérons 'homomorphisme

(7.9.1) h(O%) = 0.(B),

ot h: X — X est la projection canonique, défini pour tout U € Ob(Et /x) par ’homomorphisme canonique
(7.9.2) L(T, 05) - LT 7, Opey).

Sauf mention explicite du contraire, on considére o : E — X [T34) comme un morphisme de topos
annelés, respectivement par % et h.(O%). Nous utilisons pour les modules la notation o~! pour désigner
I'image inverse au sens des faisceaux abéliens et nous réservons la notation o* pour 'image inverse au sens
des modules.

7.10. Comme X, est un ouvert de X, i.e. un sous-objet de I'objet final X de Et/X (I6] IV 8.3), o*(X,,) est
un ouvert de E. On note v E/U*(X,,) —~ Ele morphisme de localisation de E en o* (Xy). On désigne par Es
le sous-topos fermé de E complémentaire de Pouvert o*(X,,), i.e. la sous-catégorie pleine de E formée des
faisceaux F tels que v*(F') soit un objet final de E/o*(x,,) ([6] TV 9.3.5). On note

(7.10.1) §:E,— E

le plongement canonique, c’est-a-dire le morphisme de topos tel que 9, : ES — E soit le fonctgur d’injection
canonique. D’aprés ([4] 111.9.7), pour tout entier n > 1, 'anneau %,, (T.8.3) est un objet de E.

7.11. Soit n un entier > 1. Notons d : X; — X et d,, : X5 — X, les morphismes canoniques ([ZI.T)). Il existe
un morphisme de topos ([4] 111.9.8) :

(7.11.1) 0y By = Xy

unique a isomorphisme pres tel que le diagramme

(7.11.2) E,—7> X, 4

E—U>Xét7

soit commutatif a isomorphisme pres.
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Pour tout entier n > 1, comme le corps résiduel de Of est algébriquement clos, on a une immersion

fermée d,, : Xs — X, qui relevent d,,. Comme d,, est un homéomorphisme universel, on peut considérer le
q p ) p

faisceau ﬁyn de X, ¢t (ou de X, 4ar) comme un faisceau de X ¢ (ou de X 4ar). Alors, ’homomorphisme

canonique ¢! (h,(05)) — % ([C31) induit un homomorphisme d’anneaux sur E, (J4] 111.9.9) :

(7.11.3) o, (0%, ) = PBn.

Par suite, le morphisme de topos oy (ZILI]) est sous-jacent & un morphisme de topos annelés que I’on note

(7.11.4) on: (Es, Bn) = (Xser, Ox,)-

7.12. On désigne par Z Danneau (Bp)n>1 de EY° (ZII) et par 0 l'anneau (0%,

XN° ). Les morphismes (0,)n>1 (ZIL4) induisent un morphisme de topos annelés :

s,zar

Jn>1 de X5, (ou de

s,6t

(7.12.1) o (B %) = (XN, 02).
On note X le schéma formel complété p-adique de X. On désigne par :
(7.12.2) i (Xylep Oz) = (Xoars O)
le morphisme canonique, par

(7.12.3) A (X O5) = (X sar, Ox)

le morphisme de topos annelés dont le foncteur image directe est la limite projective (ZI1]), et par
(7.12.4) T:(EY, B) = (Xspar, Ox)
le morphisme composé de topos annelés Ao o 4.

7.13. Si A est un anneau, on note encore A le faisceau constant de valeur A de Xz g¢. Comme l'anneau
B(Xz — X) = I'(X, 0x) est une Ox-algebre, il existe un homomorphisme canonique d’anneaux Oz —
s (@) de X7 s¢. Celui-ci induit, pour tout entier n > 1, un homomorphisme canonique o,, — S (@n) de
X 5¢t- On définit le morphisme de topos annelés

(7131) ﬂn : (E&@n) — (Xﬁ,fét; on)

par le morphisme de topos composé 306 ((T3:2) et (ZI01)) et ’homomorphisme canonique 0, — B+(%).
On note 0 'anneau (0y,),>1 de ngét et

(7.13.2) B (B, B) = (Xi e 0)

le morphisme de topos annelés induit par les morphismes (5, )n>1 (CI3.1)).

7.14. Pour qu'un faisceau F' de E soit un objet de ES, il faut et il suffit que, pour tout point (g ~~ T) de
Xét?xét X7.et (L) tel que T soit au-dessus de 7, la fibre F,g..z) de F en p(y ~ T) soit un singleton (cf.
[4] 1I1.9.6). Soient n un entier > 1 et . un o,-module de X5 s¢. Comme les foncteurs fibres commutent
au produit tensoriel ([6] IV 13.4) et que %, est un objet de E, ([4] IIL9.7), on en déduit que le faisceau
B* (L) ®o, B, de E est un objet de E,. Par adjonction, on a donc un isomorphisme de E

(7.14.1) B*(L) @, Bn = 6.(B5(IL)).

7.15. On note Mod(%,,) la catégorie des Z,-modules de E, et Mod" (%,,) la sous-catégorie pleine formée

v v

des %,-modules de type fini. On note Mod(%) la catégorie des Z-modules de ESNO, Mod™ (%) la sous-
catégorie pleine formée des %-modules adiques de type fini (ZII) et Modg(%) (resp. Modgf(@)) la

v v

catégorie des objets de Mod (%) (resp. Mod™! (%)) & isogénie pres (2.106).
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7.16. Supposons, dans la suite de cette section, que X soit un S-schéma propre a réduction semi-stable de

fibre géométrique générique connexe ([B9). On notera que X est adéquat dans le sens de ([4] 111.4.7) et par

suite que X est normal ([4] 1I1.4.2 (iii)). D’aprés ([5] 6.1), pour tout point géométrique T de X, il existe un

voisinage étale U de T dans X dont la fibre générique U, est un schéma K (m, 1) (cf. [3] 1.2.2). On en déduit,

pour tout faisceau abélien de torsion localement constant constructible .# de X5 ¢ et tout entier i > 1, que

R' U (#) =0 [@39) (cf. [5] 9.6). On a donc un isomorphisme

(7.16.1) HY(E, V. (F)) & H (Xg.60, F)

déduit de la suite spectrale de Cartan-Leray.

7.17. Soit L un faisceau abélien de torsion de X7 s. Le faisceau p%_(L) (ZI33) est isomorphe & une limite
m

inductive de faisceaux abéliens de torsion localement constants et constructibles de X7 ¢ (cf. [4] VI.9.20).

D’apres ([4] VI.10.5 et VI.10.10), les topos X7 ¢ et E et le morphisme de topos ¥ sont cohérents. Par (Z16.1)
et passage a la limite ([6] VI 5.1), on a un isomorphisme

(7.17.1) H (B, 0. (o, (L)) = H (Xpe0, o, (L)
déduit de la suite spectrale de Cartan-Leray. Pour tout entier ¢« > 0, considérons le morphisme composé

i B* rri T px ~ T * ~ i *
(7.17.2) H (X160, L) 2 H(E, 8*(L) S H(E, W (px (L) S H (Xger, o (L),
ol la deuxiéme fleche est induite par 'isomorphisme 3* = ¥, p}ﬁ [T33) et la troisieme fleche est I'isomor-
phisme (ITT). D’apres 212 le morphisme composé (TI7.2) s’identifie au morphisme induit par p}ﬁ :
(7.17.3) P B (Xggen, L) = H' (Xg 60, 0 (L))

qui est un isomorphisme pour ¢ = 0,1, et est un monomorphisme pour i = 2 (cf. 2ZTH). Comme les deux
derniére fleches de (TIT.2)) sont des isomorphismes, on en déduit le résulte suivant.

Lemme 7.18. Soit L un faisceau abélien de torsion de X gs¢. L homomorphisme
(7.18.1) B HY (X ger, L) — H'(E, B*(LL)).
est un isomorphisme si v = 0,1, et est un monomorphisme si t = 2.

Théoréme 7.19 (Faltings; [3] 2.4.16). Soient n un entier > 1 et L un o,-module localement libre de type
fini de X5 1s¢. Le morphisme o,,-linéaire canonique

(7.19.1) H'(E, *(L)) — H'(E, B (L) @0, Bn)
est un a-isomorphisme B1).

D’apres (J4] VI.9.20), il existe une extension finie F' de Q, contenue dans K et, notant Op anneau de
valuation de F', un (Op/p"OF)-module localement libre de type fini L' de X7 g tels que L ~ L' ®0,. /pr o, 0n.
Comme o, est plat sur Op/p™OF, il suffit de démontrer que le morphisme o,,-linéaire canonique

(7.19.2) H'(E, (L)) QO /prOp On — H'(E, (L) ®0p/pn0p Bn)

est un a-isomorphisme. La méme démonstration de ([3] 2.4.16) s’applique alors aux (Op/p"Op)-modules
localement libres de type fini de X7 4, en remplacant le morphisme de Frobenius par une puissance de ce
dernier.

Proposition 7.20. Soient n un entier > 1 et . un o,-module localement libre de type fini de X . Le
morphisme oy, -linéaire induit par B, ((I13.])

(7.20.1) By H' (Xgget, L) — H'(Es, 85 (L))

est un a-isomorphisme si i = 0,1, et est un a-monomorphisme si i =2 [B.1).
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Preuve. Comme le foncteur 6, : B, — FE (I0]) est exact, on a un isomorphisme

5 HY(E, 8*(Ly) ®o, Bn) = H(Es, B (Ln))

n

en vertu de (ZIZ41]). Le morphisme (T20.])) s’identifie au morphisme composé
i SR B i ax Z )\ i pr
H' (X, L) 5 H'(E, B (L)) = H'(E, 3 (L) ®a, Bn) * H'(Ey, B (L)),

ol la premiére fleche est le morphisme (ZISIT) et la deuxiéme fléche est le a-isomorphisme ([ZI9T). La
proposition s’ensuit compte tenu de [[.1§] et [7.19

Corollaire 7.21. Soit L = (IL,,),>1 un 6-module localement libre de type fini de Xg_;ét. Pour i = 0,1, le
morphisme o-linéaire induit par 5 (CI13.2)
(7.21.1) A" HY (XD, L) — H(EN, B*(L))
est un a-isomorphisme.
Preuve. Pour tout entier ¢ > 0, on a un diagramme commutatif (cf. [4] VI.7.10)

(7.21.2) 0——R! lim H™ (X7 get, Ln) ——— H(XD L) ——— lim H' (X7 fet, L) —— 0

(ﬂi)l Bl l(ﬂiﬁ)

0——R'lim _ HY(E,, 5 (Ln) — H(EY 3*(L) —=lim _ H'(E,. §;(Ln) — 0

ott 'on a posé H™ ' (X5 s, L) = 0 et HY(E,, 8 (L,)) = 0 pour tout n > 1. L’assertion résulte alors de
BI0(i) et

7.22. On désigne par Ept le topos de Faltings associé au morphisme canonique hg : 7 — S. Pour tout
U € Ob(Et/s), le site Etf/UF est équivalent au site Etqop U= @I3). D’apres ([4] VI1.5.11), le foncteur p™
induit une équivalence de topos (52) :

— _ ~ o~
(7.22.1) p: Sét X SeNet — Ept,

qui s’insére dans le diagramme commutatif (5.3

(7.22.2) Sep ~—— Sét<;5étﬁét — Ty
o = /8 —
Se Ept Mtst -

7.23. Soient @ : S — S, hg : T — S les morphismes canoniques et at : Etscoh/S — Etscoh/§= h; :

Etscoh /5 = Etcoh /5 les foncteurs de changement de base associés ([2ZI3)). On note Dgcon et Fscon les sites
introduits dans [[.17 relativement au morphisme hg. On observera que 74, étant un topos ponctuel, il existe
un unique morphisme de topos

(7.23.1) b: Ser = Tt

tel que b* () = S ([6] IV 4.3). 1l est induit par 'unique foncteur exact a gauche
b Eteon 7 — Bt /5

Lemme 7.24. (i) Pour tout U € Ob(EtSCOh /s), il existe un S-morphisme fonctoriel en U

(7.24.1) U — b (Uy),

induisant un isomorphisme au-dessus de 7).
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(ii) Pour tout (V — U) € Ob(FEscon), il existe un isomorphisme de S-schémas fonctoriel en (V — U)
(7.24.2) T Xy bH(V) 2T,
ou T désigne la cloture intégrale de U dans V (T.8)).

Preuve. D’aprés ([19] 18.10.8), tout objet U de Ety., /s est la somme de deux sous-schémas ouverts Uy
et Us, ou Uy est fini sur S et Us est fini sur 7. On peut traiter indépendamment le cas ou U est fini sur S et
celui ou U est fini sur 7.

Si U est fini sur S, U est isomorphe & une somme de copies de S. Par suite, on a un isomorphisme
canonique U = b+ (U7), d’ott le lemme dans ce cas.

Si U est fini sur 1, on a U ~ Us. La construction de (Z24.]) est immédiate dans ce cas puisque le
morphisme composé

Etcon /7 LA Et, .o /5 — Eteon /m)
ol la seconde fleche est déduite du changement de base, est l'identité. De plus, on a U X b+ (Ur) b (V) ~
Ug xu V=V et T ~ V'; d’ou l'isomorphisme (T.24.2)) dans ce cas.
7.25. On déduit de (T24.1)) un morphisme de foncteurs
(7.25.1) ttrat = bthi,
et donc un 2-morphisme
t:hsb— a.

D’aprés la propriété universelle des topos co-évanescents ([4] VI.3.7), le triplet (a,b,t) induit un morphisme
de topos

= —
(7.25.2) Wi Ser = Ser X 6 et
qui s’insére dans le diagramme commutatif

(7.25.3) Set

&t
On vérifie aussitot que
(7.25.4) Wi = (d: 7)) et u(s)= (7).

ol J ~ s est 'unique fleche de spécialisation de 7 vers s. En vertu de ([4] VI.3.7.2), u est induit par le
foncteur

(7.25.5) u : Dyeon — Bt 5 (V=U) = U xpr) bH(V),

ot la fleche U — b+ (Uy) est défini dans (TZZ4T]). On en déduit que u* (7 — 1)) = 7. Le topos nes ?néﬁét est
canoniquement isomorphe au topos localisé de Séttgéﬁét en (7 — n)* ([4] VI1.3.14). Notons D le sous-topos

fermé de Set ?sétﬁét complémentaire de Pouvert (77 — 7). Le morphisme u (Z25.2)) induit deux morphismes
de topos ([6] IV 5.11 et 9.4.3)

_ «— _ ~
(7.25.6) U Tay = Mot X ney T et Ug : Sap — Ds.

On identifie le morphisme v (resp. u,) au point (id : 7 ~ 7)) (resp. (7 ~ s)) de D.
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Proposition 7.26. Le morphisme u ((25.2) est une équivalence de topos.

D’apres ([30] 2.3.2), le topos S’étigétﬁét est local de centre (7] ~» s) ([6] VI 8.4.6). En vertu de (Z25.4), le
morphisme de topos u est local ([30] 2.1). La proposition résulte alors de [[.27] et ci-dessous.

Lemme 7.27. Le morphisme v ({.25.6) est une équivalence de topos.

Preuve. On désigne par D._, le site défini par la sous-catégorie pleine (Dscon) /G—n) de Dscon munie de la

topologie induite via le foncteur d’inclusion. En vertu de ([4] VI.10.14), le topos ne; X r,, et €St canoniquement
isomorphe au topos des faisceaux d’ensembles sur D/ ;. D’apres ((25.5)), le morphisme v est induit par le
foncteur

(7.27.1) v" i Do = Eteon s (Vo U) = V.

On désigne par €5 la catégorie des voisinages du point v de nétﬁnétﬁét dans le site D ;. Les objets de &5
sont les couples formés d’un objet (V — U) de D._.,, et d’'un F-morphisme m de 77 dans V. On désigne par
Z5 la sous-catégorie pleine de €5 formée des objets de la forme (77 — U, idy). Il est clair que _@ﬁo forme une
sous-catégorie cofinale de ‘Kﬁ" .

. — s 12 . . .
Pour tout faisceau F' de g X y,, Tet, considérons le morphisme d’adjonction

(7.27.2) v*(F) = v 0" (F).
Celui-ci s’identifie a la limite inductive sur la catégorie @%’ des morphismes
(7.27.3) Fn—=U) = v (F)@{—U).

D’aprés (Z27.0]), on a un isomorphisme v, (v*(F))(7 — U) ~ v*(F)(7) = v*(F). Le morphisme (Z.27.3)
s’identifie alors au morphisme canonique F (7] — U) — v*(F). En prenant la limite inductive, le morphisme
([T272) est donc un isomorphisme. Comme le point v est conservatif pour le topos néf;nétﬁét ([] V1.5.28),
on en déduit que le morphisme d’adjonction

(7.27.4) id = v.v*

est un isomorphisme. Celui-ci implique que v* est pleinement fideéle ([6] I 6.4). Il est clair que le foncteur
fibre v* est essentiellement surjectif, d’ou le lemme.

Lemme 7.28. Soit T un topos local de point central s : Pt — T. On suppose que le point s est conservatif
pour T. Alors, s est une équivalence de topos.

Preuve. Notons ¢ : T — Pt la projection canonique ([6] IV 4.3). Rappelons que, pour tout faisceau F de
T, le morphisme naturel I'(7, F) — s*(F) est bijectif. Celui-ci induit un isomorphisme canonique €, — s*.
On en déduit un isomorphisme

(7.28.1) Ex8x —> 5% 5.

On notera que le morphisme composé eo s : Pt — 7 — Pt s’identifie au morphisme identique. On en déduit
que le composé de ([T.281)) et du morphisme d’adjonction

(7.28.2) £48x — 88, — id
s’identifie au morphisme identique. Par suite, le morphisme d’adjonction
(7.28.3) s% s, — id.

est un isomorphisme. D’autre part, le morphisme composé déduit des morphismes d’adjonction s* —
s*s.8* — s* ¢’identifie au morphisme identique ([28] 1.1.12). On en déduit un isomorphisme canonique

(7.28.4) s 5 55,8,
Comme le foncteur fibre s* est conservatif, le morphisme d’adjonction

(7.28.5) id = 5,5
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est un isomorphisme. Donc s induit une équivalence de topos.
Lemme 7.29. Le morphisme us ([25.0]) est une équivalence de topos.

Preuve. Les points v et us sont conservatifs pour le topos Sét(ggétﬁét (cf. [LH). Par et ([6] IV 9.7.3),
on en déduit que le point u, est conservatif pour D,. D’apres[.28) il suffit de démontrer que le topos D, est

local de centre us. Considérons le morphisme composé de topos

(7.29.1) sep —= Dy —> Se X 5, g, —— P,

ol i est le morphisme d’injection canonique et ¢ est la projection canonique. Rappelons ([6] IV 9.5.8) que le
morphisme d’adjonction

(7.29.2) i*i, — id

est un isomorphisme. Comme Sétygétﬁét est local de centre 70 us (2254, on a un isomorphisme canonique
(7.29.3) £p —> uti*.

On en déduit que le composé

(7.29.4) Exly — UL T — Ul

est un isomorphisme. Le foncteur “section globale” I‘(INDS, —) est donc isomorphe au foncteur fibre u*, i.e. le
topos Dj est local de centre .

Lemme 7.30. Soient f : T' — T un morphisme de topos, U un ouvert de T et U' = f*(U). Notons
J:Tw — T (resp. j' : T/U/ — T') le morphisme de localisation de T (resp. T') en U (resp. U') et
i:Ts =T (resp. i/ : T] — T') le sous-topos fermé de T (resp. T') complémentaire de l'ouvert U (resp. U')
([6] IV 9.3.5). Le morphisme f induit deux morphismes de topos ([6] IV 5.11 et 9.4.3)

(7.30.1) f/U . 7—/U/ — 77U et fS . 7;/ — 7;.

Supposons que Ty (resp. T]) soit ponctuel, T (resp. T') soit local de centre i (resp. i') et que f;y soit une
équivalence de topos. Alors, [ est une équivalence de topos.

Preuve. Posons p/ = i* o ji et p = i* o j.. Le topos T (resp. T') est équivalent au topos obtenu par
recollement de (7,u,Ts, p) (resp. (’T/U,,’E’,p’)) (cf. [6] TV 9.5.4). Considérons le diagramme

g

(7.30.2) Ty ——=T' g

f/U*l f*t lfs*

Tiv LT T,

dont le carré de gauche est clairement commutatif. Le foncteur i* (resp. i"*) est isomorphe au foncteur
“section globale” I'(T, —) (resp. I'(T’,—)) et le foncteur fs. est isomorphe au foncteur identique. On en
déduit que le carré de droit de (T30.2)) est aussi commutatif. Les foncteurs p et p’ sont donc compatibles.
Par suite, f, induit une équivalence de catégories en vertu de ([6] IV 9.5.2).

7.31. Soit %, I'anneau de Ept associé¢ a S (T8). Par (T.81), (242) et (T25.5), on a un isomorphisme
d’anneaux de Ej;.

(7.31.1) Pt (O5) = B
Par les équivalences de topos (L22.1)) et ([25.2)) :

(7.31.2) ?ét i> Sétisétﬁét i> Ept,
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l'anneau Oz de Se s’identifie alors & I'anneau @pt de Ept et pour tout entier n > 1, 'anneau Oz de St
s’identifie alors a ’anneau @Ptﬂl de Ept (C83). D’apres ([222) et [[29] le sous-topos fermé sg de Set
s’identifie au sous-topos fermé E,; , (ZI0.I)) de Ep.

D’apres (T2Z2) et (T.25.3), le morphisme de topos a : S¢; — Set induit une équivalence de topos annelés
(7.31.3) an : (s, O3 ) =5 (Séts O35 ),

qui s’identifie au morphisme de topos annelés o, (TIT4) de Ept. De plus, le morphisme de topos b : S¢; — Tgeq
induit une équivalence de topos annelés

~

(7.31.4) bt (Sets Og,) — (Meey, 0n)
qui s’identifie au morphisme de topos annelés §,, (ZI31) de Ept.

8. CORRESPONDANCE DE DENINGER-WERNER VIA LE TOPOS ANNELE DE FALTINGS

Dans cette section, on se donne une S-courbe semi-stable X et un 7-point T de Xz. On pose C' = X5.
Rappelons que X = X xg S est un schéma normal (cf. 56). On reprend les notations de § [ pour X.
8.1. Pour tout 7-point 7 de C. 1l existe un trait S’ fini sur S, un morphisme hg: : 7 — S’ et un S-morphisme
y:S" — X qui s’insérent dans un diagramme commutatif de schémas

hgr
(8.1.1) 7—

|

C——X
On identifie le topos annelé (S, U3) au topos annelé de Faltings associé au morphisme hg: et au schéma S
(cf. [L3T). Pour tout entier n > 1, le diagramme (I induit par fonctorialité ([4] 111.8.20) un morphisme
de topos annelés qu’on note
(8.1.2) @l : (set, O ) = (Eo, By).
Par fonctorialité du topos de Faltings ([4] VI.10.12), celui-ci est indépendant des choix du trait S’ fini sur S
et du diagramme (EI1T]).

Proposition 8.2. Supposons X régulier. Soient n un entier > 1, M un %B,-module libre de type fini ety
un point géométrique de C. Le morphisme [g], §I12) et le foncteur (—)y BILI) induisent un isomorphisme
fonctoriel

(8.2.1) ([1)s : T(Es, M) = T(ser, [7]5,(M))z.-
Preuve. Comme M est libre de type fini, il existe un o,-module libre de type fini I de Ctsy tel que
M ~ g% (L). D’apres ([4] VI.(10.12.6)), on a un diagramme commutatif de topos annelés

(8.2.2) (set, O3 ) . (B, B,)

bnl ] lﬁn

_ Yy
(Tgars 0n) — (Chét, 0p)

ou b, est I’équivalence de topos annelés (Z314)), induisant un diagramme commutatif :

—x

(8.2.3) I'(Cley, L) —= T (7gey,, 7* (L))

N E

[l

D(Eq, M) —> (s, [7]5(M))
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ol f; induit un a-isomorphisme en vertu de [(.20] et ¥* induit un isomorphisme puisque L est un faisceau
constant et C' est connexe. On en déduit un a-isomorphisme
(82.4) []7, : T(Es, M) — D(set, [y]5,(M)).
L’isomorphisme [821)) résulte de B2(i).

8.3. Soient (S,n) un trait fini sur (S,7n), ¢ : X’ — Xg un n'-revétement semi-stable. On note encore s
le point fermé de S’ et on fixe un p-morphisme 7 — 7’ et par suite un S-morphisme S — S’. On pose
X' =X'"xg 5 X' =X xg Set C'=X'xg 7. On désigne par

(8.3.1) 0 X' B Xeg X, 0: X' X, 0 X' X eth:C' =X

les morphismes canoniques. On a un diagramme commutatif induit par ¢

(8.3.2) X Mo x

o s h |

C—=X—5X.

Comme X’ est une S’-courbe semi-stable, le schéma X’ est normal (2.6]). On désigne par (E’,@l) le topos
annelé de Faltings associé au schéma X’ au-dessus de S’ (cf. [Tl et [C])) et par

(8.3.3) 3. (B, %) (E, D)
le morphisme induit par fonctorialité par (832) ([4] 111.8.20). D’apres ([4] VI.(10.12.6)), les carrés du dia-

gramme

(8.3.4) x, << B

ét fét

4k R

pu ~
Xeop =<—— B —— Cie,

ot B’ et o’ sont les morphismes canoniques (T3.2) et (Z34]) relatifs au S’-schéma X', sont commutatifs a
isomorphismes canoniques pres.
On note E; le sous-topos fermé de E’ complémentaire de I'ouvert o™ (X,,) (ZI0),

(8.3.5) §:E > E
le plongement canonique (ZI0.1]) et
(8.3.6) ol Bl — XL

le morphisme canonique de topos (ZILI]). D’apres (83.4), on a un isomorphisme ®*(0*(X,)) ~ o™ (X},).
En vertu de ([6] IV 9.4.3), il existe donc un morphisme de topos

(8.3.7) o, : E. — E,

unique a isomorphisme pres tel que le diagramme

(8.3.8) B -2 P,
5'l/ lti
Yo, !
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soit commutatif. Il résulte de (834) et de ([6] IV 9.4.3) que le diagramme de morphismes de topos

(8.3.9) E! E,
X;ﬁét L Xs,ét

est commutatif & isomorphisme pres.
Pour tout entier n > 1, on pose @; = @l/png/, et on désigne par

(8.3.10) on: (B 5,) = (X[ O3,)

le morphisme de topos annelés induit par ¢’ (.IL4), et par
(8:3.11) B (B0, B,) = (Ciays 0n)

le morphisme de topos annelés induit par 3’ (ZI3.1). L’homomorphisme canonique ®~!(%) — 7 induit un

homomorphisme @:(@n) — @; Le morphisme @, est donc sous-jacent & un morphisme de topos annelés,
que l'on note

(8.3.12) ®,: (E., B, — (E., B).
11 résulte de (B3] et de la définition de (ZIL3) que le diagramme de morphismes de topos annelés
(8.3.13) (E,, B,) ——— (E,, Bn)
l ¢7l l
(X;,éw ﬁ?;@) - (XS,étv ﬁyn)v

ol ,, est la réduction modulo p™ de @, est commutatif & isomorphisme preés. D’apres (834), (B3J) et la
définition de (I3, le diagramme de morphismes de topos annelés

/

(8.3.14) (B, 7,) —== (Ey, B)

ﬂ;l l/ﬁn
@

(Céétv on) L (Cfé‘m on)

est commutatif & isomorphisme pres.
Les morphismes (®,,),>1 définissent un morphisme de topos annelés

v ~ o =/ ~no =L

(8.3.15) o (EN %) — (EY | B).

8.4. Conservons les notations de R3] et supposons de plus que le n’-revétement semi-stable ¢ : X' — Xg
soit galoisien. Posons G' = Aut(X,,/X,), qui est isomorphe a Aut(C’/C). Tout g € G s’étend en un X-
automorphisme de X’. Par suite, celui-ci induit pour tout entier n > 1, un morphisme de topos annelés
On (Eg,@;) — (E;,@;) tel que @, ~ &), o g,, et que pour tous g, h € G, on ait un isomorphisme

(gh)y, = By, © gy,

Définition 8.5. (i) On dit qu'un %,-module M,, est potenticllement libre de type fini s'il est de type fini,
et 8l existe un trait (S’,7’) fini sur (S,n) et un 7'-revétement semi-stable ¢ : X’ — Xg/, tel que, reprenant
les notations de B3] @} (M,,) soit un @;—module libre de type fini.

(ii) On dit qu'un Z-module M = (M,),>1 est potentiellement libre de type fini si M est adique de type
fini (ZII)), et si, pour tout entier n > 1, le %,-module M,, est potentiellement libre de type fini.
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On désigne par Mod”(Z,,) (resp. Modpltf(é)) la sous-catégorie pleine de Mod(%,,) (resp. Mod(@))
formée des %,,-modules potentlellement libres de type fini (resp. % modules potentiellement libres de type
fini). On désigne par Modpltf(%) la catégorie des objets de Modpltf(%) a isogénie pres, qui est une sous-
catégorie pleine de Moda“( ) (ZI3). Les objets de Modpltf(%) sont appelés les %@—modules potentielle-
ment libres de type fini.

8.6. Dans cette section, on reprend les notations de B:21] pour le groupe pro-fini w1 (C,T). Soit n > 1 un
entier. On note abusivement 35, 5* et [ les foncteurs composés suivants :

(8.6.1) B Rep!™ (m (C, 7)) 25 LLY(Crer, 00) 2% Mod(Z,,),
(8.6.2) 3 Rep (m(C,7)) 22 LLH(CL:, 5) 25 Mod(%),
(8.6.3) B Repe™ (my (C,7)) 22% LLE(CY: ,5) 2% Modq (),

ou piz, fiz et jiz g sont les équivalences de catégories définies dans [3.29]

Proposition 8.7. Soit n un entier > 1. Le foncteur B} (resp. B*, resp. ﬁvé) est exact et il se factorise a

travers la sous-catégorie ModP" (2,,) (resp. Modpm(%), resp. Modpltf(j)).

Preuve. L’anneau % est plat sur Oz ([4] IIL9. 2) et par suite %, est une o,,-algébre plate, d’oi 'exactitude
du foncteur B. On en déduit que les foncteurs B* et BQ sont exacts.

Etant donné un objet L de LLtt(Cfet, 0n), il existe un revétement étale et galoisien ¢ : C’ — C tel que
¢*(LL) soit un o,-module libre de type fini de Cf,. D’apres [B.11(i), quitte & remplacer S par une extension
finie, il existe un 7-revétement semi-stable ¢ : X’ — X de fibre géométrique générique ¢ : C’ — C. Reprenons
les notations de dans ce cas. D’apres ([83.14]), on a un isomorphisme

(8.7.1) @7 (B (L)) = B (p5(L)).-
Par suite, 37 (L) est potentiellement libre de type fini. L’assertion pour le foncteur B* s’ensuit compte tenu
de B28Yii).
Proposition 8.8. Supposons X régulier. Le foncteur (B6.3)) est pleinement fidéle.
Preuve. Etant donnés deux objets Ly, Lo de LLtf(CfNé: ,0), on pose
L = #omy(Ly,Le),

qui est encore un 6-module localement libre de type fini de Cﬁ:. Comme le 6-module IL; est localement libre
de type fini, on a un isomorphisme canonique

(8.8.1) B (L) = Aom= (6" (Ln), 57 (La)).

D’apres [[2T] et (B.8.1]), le foncteur 5’ induit un isomorphisme :

(8.8.2) Homy (L1, Lo) ®7 Q — Homj(ﬂu*(lhl), B*(Ls)) ®2.Q;
d’ou la pleine fidélité de (BG.3).

Lemme 8.9. Soit M un B, -module potentiellement libre de type fini. Le o0, -module
(8.9.1) (M) = T(ser, [T], (M),

ou [T]n : (sa, O, ) — (Es, By) est le morphisme de topos annelés induit par T 812) et (—)g est le foncteur

BII), est a-plat de type a-fini B4, BIT).
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Preuve. D’apres BI1N(i), il existe un trait (S’,n’) fini sur (S,7) et un 7'-revétement semi-stable, régulier
et galoisien ¢ : X’ — Xg/ tel que, fixant un n-morphisme 77 — n’ et reprenant les notations de B3] &7 (M)
soit libre de type fini et que chaque -point de C” au-dessus de T se descend en un 7’-point de X7’7,.

Choisissons un 7-point 5 de C’ au-dessus de T, et un r’-point de X;z/ qui le descend. On note y le S’-point
de X' correspondant et x : S’ — X le S-morphisme induit par . Le diagramme commutatif de couples de
schémas

(¥,y)

n—9)—(C' = X’

(
m lwﬁ,w
(C—X)

induit un diagramme commutatif de topos annelés :

(se1, O5. )~ (EL, L)

On en déduit un isomorphisme de o,-modules #;, (M) ~ I'(ss, [7]5 (P (M)));. Comme @ (M) est un @;-
module libre de type fini, Passertion s’ensuit compte tenu de B.14

8.10. On fixe un entier > 1. Dans la suite de cette section, on se propose de construire un foncteur de
Mod""(%4,,) dans Repo‘ftf(m (C,7)) B23). Etant donné un %,-module potentiellement libre de type fini

o

M, on définit le 0,-module #,,(M) sous-jacent & la o,-représentation associée a M par (89.1]). Reprenant
les notations de la preuve de B9, le morphisme [g],, induit un isomorphisme o,-linéaire (cf. B2)

(8.10.1) ([9h)s : T(EL @5,(M))y = # (M)
On construit une action gy de 71(C,T) sur #;,(M) comme suit. Posons G = Aut(X,, /X,/) qui est

isomorphe & Aut(C’/C). D’apreés 84 tout g € G induit un morphisme de topos annelés g, : (Eg,@;) —
(E;,@;) et par suite un automorphisme

(.10.2) (92)s : T(EL, @4 (M)); = T(EL, &;(M));.
On a un homomorphisme surjectif (6.6.2))
(8103) gg : 7T1(O, f) — G°P.

Pour tout v € m1(C,T), posant g = &(7y), on définit un automorphisme g (y) de #;, (M) par

— % -1 . * . — 1%
(8.10.4) on () #u(0) s P (B @ (), s T (B @5 (0n)), T (),
On notera que gp; est 'homomorphisme composé
(8.10.5) ot - m(C,T) Ty GP s Auto, T(E', &% (M)); 2% Aut,, 74 (M).

~

On définit la o,-représentation de m1(C,T) associée & M par (#,(M), oar) qu’on note simplement #;,(M).

Proposition 8.11. Etant donné un B, -module potentiellement libre de type fini M, la o,-représentation
Wo(M) de m(C,T) est indépendante des choix du trait (S',n') fini sur (S,n), du n'-revétement semi-stable,
régulier et galoisien ¢ : X' — Xg: et du point § de C'(7) au-dessus de T d isomorphisme preés.
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Preuve. Le 0,-module (891 sous-jacent & #,,(M) est clairement indépendant des données ci-dessus. 1
suffit de démontrer que 'isomorphisme (BI0.4) est indépendant des mémes données.

Reprenons les notations de et soient 7 et ' deux 7-points de C’ au-dessus de Z. Il existe un élément
h € G~ Aut(C'/C) tel que h(y) =7'. Avec les notations de [6.6] on a deux homomorphismes

(8.11.1) &G :m(C,T) — GP & m(C,T) = GP.
reliés par la relation ([6.6.3)) :
(8.112) & (1) = gD Wy em(C,T).
On déduit par fonctorialité un diagramme commutatif
- h* ~
(3.113) D(BL, @5,(M)); 25 T(B, @7, (M),
w ]”)“l s

Pour tout v € 71(C,T), posant g = &(v) et ¢’ = & (7), on en déduit que ¢’ = hgh™! dans G et que
(8:11.4) ([@T)eo(g)eo (@) = (@h)zo (o (gn)zo () o (@)~ = (e o (gn)z o ([F5)e) "
Ceci implique que I'automorphisme o/ (y) (8I04) est indépendant du choix du point 7 au-dessus de 7.

Soient (S”,n"") un trait fini sur (S,7) et ¢ : X" — Xg» un n”’-revétements semi-stable, régulier et galoisien
trivialisant M. D’aprés[5.111(i), on peut supposer que S” domine S’ et qu’il existe un morphisme équivariant
de ¢ dans ¢ x5 S (cf. B4). Notons-le ¢ : X" — X' xg S” et soit u : Aut(X)), /X;r) — Aut(X,, /Xy)
I’homomorphisme induit par i,~. Alors, le morphisme équivariant ¢ induit un morphisme u-équivariant de
topos annelés de Faltings :

~, =l ~ —

(8.11.5) v, :(E!, %, — (E.,38,),

ol la source désigne le topos annelé de Faltings associé au S”-schéma X", qui est muni d’une action de
Aut(X,), /Xy) B4). On en déduit, pour tout g € Aut(X,, /X,~), un diagramme commutatif

(8.11.6) T (B, @5 (M)); — 2 p(Fr o (M),

(‘I’Z)ul l(‘I’Z)n

D(BY, U3(@ (M), -5 T(BY, U3 (25 (M)),
La proposition s’ensuit compte tenu de (810.4).

8.12. Soit f : M — M’ un morphisme de %,,-modules potentiellement libres de type fini. D’apreés BI1((i), il
existe un trait (S’,7') fini sur (S,7n) et un n’-revétement semi-stable, régulier et galoisien ¢ : X’ — X g tels
que, reprenant les notations de@3] @ (M) et @ (M’) soient libres de type fini. L’automorphisme ([8I04) est
fonctoriel en M. Par 811l on peut associer & f : M — M’ un morphisme de o,-représentations de 71 (C,T)

(8.12.1) W f): W (M) — W (M),
La correspondance M — #,,(M) définit ainsi un foncteur o,-linéaire
(8.12.2) Wy, - Mod™(%,,) — Rep®™ (1 (C, 7).

Lemme 8.13. Soit M = (M,)n>1 un B-module potentiellement libre de type fini. Pour tout entier n > 1,
le morphisme canonique M, 11 — M,, induit un a-isomorphisme fonctoriel de o, -représentations (3.22)

(8.13.1) Wni1(Mns1) ®@a,yy 0n = W My).



42 DAXIN XU

Preuve. Soit n un entier > 1. D’aprés BI1i), il existe un trait (S’, ') fini sur (S,7) et un 7’-revétement
semi-stable, régulier et galoisien ¢ : X' — Xg trivialisant M, ;. On a un isomorphisme de 0,-modules

(8.13.2) D(sets [T 1(Mnt1)) ®o,y 00 = Dsa, [T]5,(Mn)).
En vertu de (8I1.2)), celui-ci induit un a-isomorphisme canonique de 0,-modules
(8133) Wn.l,_l(MnJ’_l) ®Un+1 0, — Wn(Mn)

D’apresBITlet la fonctorialité de (BI04, ce dernier est 71 (C, T)-équivariant. On vérifie aussitot que (8I3.1])
est fonctoriel en M (cf. BI2).

8.14. En vertu de B:231)) et [RI3] les foncteurs #;, induisent un foncteur o-linéaire

v

(8.14.1) ¥ : Mod”™ () — Rep;? (m (C,7)) M = (My)p>1 = imm @ #,,(My).

o

On le note aussi #x pour signifier que la construction dépend de X. D’apres B27] le foncteur # s’étend en
un foncteur €-linéaire :

v

(8.14.2) W - Mod} "' (%) — Repy™ (m1(C, 7).

Proposition 8.15. Soient (S',n') un trait fini sur (S,n), X' un S’-modéle semi-stable de C' dominant
Xgr. Reprenant les notations de B3l pour ¢ : X' — Xgr, limage inverse par d B3I5) dun ZB-module
v/

potentiellement libre de type fini est un % -module potentiellement libre de type fini. De plus, on a un
isomorphisme de foncteurs

(8.15.1) Wx = Wi o .

Preuve. Soient n un entier > 1 et M,, un %,-module potentiellement libre de type fini. D’aprés G.11(i),
quitte & remplacer S’ par une extension finie, il existe un 7’-revétement semi-stable, régulier et galoisien
¥ X" — X' tel que U¥ (% (M,)) soit un @Z-module libre de type fini, ou (E”, @2) désigne le topos annelé
de Faltings associé a la S’-courbe semi-stable X”'| ¥,, le morphisme de topos annelés induit par ¢ (B312).
Donc &% (M,,) est un @;—module potentiellement libre de type fini. On en déduit la premiére proposition.

Notons #x n(My) et #x: n(PL(M,)) les op,-représentations associées a M, et @} (M,), respectivement.
On notera que @ o1 est aussi un 7’-revétement semi-stable, régulier et galoisien de Xg:. D’apres (8I0.1]), on
a un isomorphisme de 0,-modules

(8.15.2) Wxon(My) = Wxr 0( Py, (My)).

En vertu de (810.4) et BTl celui-ci est w1 (C, T)-équivariant. On vérifie aussitdt que I'isomorphisme (8.I5.2)
est fonctoriel en M,, (cf. BI2). L’isomorphisme (8I5.0]) s’ensuit.

1tf
On

Proposition 8.16. Soient n un entier > 1 et V un objet de Rep
canonique et fonctoriel de 0, -représentations

(m1(C,T)). Alors, on a un a-isomorphisme

(8.16.1) V= (Br(V))
ou 3% est le foncteur (BGI).

Preuve. Soit ¢ : C" — C un revétement étale et galoisien tel que laction de 71 (C,T) sur V se factorise a
travers Aut(C’/C)°P. D’apres[B.111i), il existe un trait (S’, ') fini sur (S, n) et un n’-revétement semi-stable,
régulier et galoisien ¢ : X’ — Xg de fibre géométrique générique @5 = ¢ : C' — C. Reprenant les notations
deB3 et Bdlpour ¢ : X' — Xg/, tout g € Aut(C’/C) induit un diagramme commutatif de topos annelés (cf.
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(8.16.2) (ELB,) > (Cly 00)

4

~ — Br
(ES, #,) — (Cig, 0n)
On note L = uz(V) le 0,-module localement libre de type fini de Cie associé a V' ([3:29.2)). Choisissons un
7-point 7 de C’ au-dessus Z. On désigne par

(8.16.3) (V) : V= #u(B(L))

le a-isomorphisme de 0,-modules défini par le composé
(8.16.4)
(

V 5 T (O 67 (L)) — D(EL B (67 (L)) — T(EL B (6 (L)); = T(EL @3,(55 (L) 2% 77,.(83(L))

n n

ou la premiére fleche est un isomorphisme puisque ¢*(IL) est constant et C’ est connexe, la deuxieme fleche
est le a-isomorphisme induit par 5 (Z20.1)), la troisiéme fleche est un a-isomorphisme en vertu de (B2,
la quatriéme fleche provient de (8314 et la derniére fléche est 'isomorphisme (82Z4). D’apres (816.2)), pour
tout g € Aut(C’/C), le morphisme (816.4) s’insére dans un diagramme commutatif :

(8165)  V — = D(Cly, ¢ (L) —= D(EY, B (6" (L)))s —= T(BL, @4(83(L)))s 22 o, (85 (L))

gt lg* l(gi)n l(gi)u

V — o D(Clyy 67 (L)) — T(EL, B (6*(L)))s —> (B, @5 (8% (L)) 22 7, (52 (L))

Celui-ci implique que le a-isomorphisme 7(V') (8I6.3) est compatible aux actions de m1(C,T) en vertu de
(BI04). Par suite, on obtient un a-isomorphisme de Repo‘ftf(ﬂ'l (C,7))

(8.16.6) (V) : V = #(B1(V)).

Soit f : V' — V un morphisme de Replot: (m1(C,T)). Choisissons un revétement étale et galoisien ¢ : C' —

C' trivialisant les représentations V' et V', un trait (S’,n’) fini sur (S,7n) et un n’-revétement semi-stable,
régulier et galoisien ¢ : X’ — Xg/ de fibre générique géométrique ¢ : C’ — C. Le diagramme commutatif
BI6.5) étant fonctoriel en V', on en déduit un diagramme commutatif

(8.16.7) v/ ! 1%
7'(V')l/ ‘LT(V)
W (B (V")) LDy (2 (V)

d’ott la fonctorialité du a-isomorphisme (BI6.1)).

Corollaire 8.17. (i) Soit V un objet de Rep' (m1(C,T)). On a un isomorphisme canonique fonctoriel

(8.17.1) me, V= # (65 (V)).
(ii) Le foncteur composé #g o Bu(a est isomorphe au foncteur identique.

Preuve. Pour tout entier n > 1, on pose V,, = V/p"V. D’apres B0l on a un a-isomorphisme canonique et
fonctoriel (Vy,)n>1 = (#n(B5(Vi)))n>1 de Repg‘ptf(ﬂ'l (C, 7)) (323). Lassertion (i) résulte alors de [3:2411)
et B25((ii). L’assertion (ii) résulte de (i) et de 'isomorphisme canonique (m ®, V)[%] — V[%].
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8.18. Posons X = X x5S (21)). Pour tout entier n > 1 et tout ﬁ?—module F, on considere F,, = F Qg Os,,

comme un faisceau de X, 4. On pose F= (Fn)n>1 que Pon considére aussi comme un faisceau de Xsoét.
D’aprés ([4] I11.7.18), on a un isomorphisme &* (F) ~ (0 (F,))n>1, ol 0, et & sont des morphismes de topos
annelés (CITA) et (ZI2). Soit n un entier > 1. Reprenant les notations de [6.3] on note abusivement o et

o* les foncteurs

(8.18.1) ok %%W — Mod(%,), Frroi(Fn)

(8.18.2) 5% 02V Mod™ (%),  Fw 5 (F).

Proposition 8.19. Soit n un entier > 1. Alors, le foncteur o} (8IS (resp. 5* (BIR2)) se factorise d

v

travers la sous-catégorie Mod™" (2,,) (resp. Mod""(#)).

Preuve. Soient n un entier > 1 et F un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X. D’aprés B.11((i), quitte
a remplacer S par une extension finie, il existe un 7-revétement semi-stable ¢ : X' — X tel que @, trivialise
Fn- Reprenant les notations de pour . D’aprés (B313)), on a un isomorphisme

(8.19.1) @7 (07, (Fn)) = 0, (B (Fn))-
Le %,-module o (F,) est donc potentiellement libre de type fini. Comme F est adique, on en déduit que le

ZB-module 5* (f ) est potentiellement libre de type fini.

Proposition 8.20. Soient n un entier > 1 et F un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X. On a un
a-isomorphisme canonique et fonctoriel

(8.20.1) Vo (F) = #(07(Fn))
ou V,, est le foncteur de Deninger-Werner (6.9.2)).

Preuve. D’aprés [B.11(i), quitte a remplacer S par une extension finie, il existe un n-revétement semi-stable,
régulier et galoisien ¢ : X' — X tel que p,, trivialise F,. Reprenant les notations de Bl et B3l on a un
diagramme commutatif de topos annelés :

[Zn]

T

(8.20.2) (set, O5,) —=—= (B, B.) —— (B, %)

n
n

T

Oz ) —"> (Xeer, O.)

n
ll lu; lun
%)

Yn n
(Szaru ﬁgn) — (X.;,zalm ﬁy’ ) — (Xs,zara ﬁy )

n

ol u, et u), sont les morphismes de topos annelés canoniques. Rappelons ([6.6.1)) et (89.1]) que les 0,,-modules

sous-jacents aux représentations V,, (F) et #;, (o} (Fy,)) sont définis par
(8.20.3) Vi (F) = L(szar, Tn (Fn)) et #n(0,(Fn)) = L(ssr; [2n]"(07,(Fn)))s-

* =]

Comme on a [Z,]*(0) (Fn)) =~ af(z),(Fn)) B202), I'équivalence de topos annelés a, et le foncteur (—)y
BI1) induisent un a-isomorphisme de o,-modules

(8.20.4) a Vo (F) = W(07(Fn)).

n
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Posons ¢" = X et G = Aut(C”/C). Reprenant les notations de 8.4 les carrés commutatifs de droite de
([B20.2) sont compatibles aux actions de G sur (E;,@;), (X! O~ ) et (X! ., O= ). On en déduit par le

s,6ét? s,zar’ X,

foncteur (—)y, pour tout g € G, un diagramme commutatif :

1 . -
@) p 9 / Y,

(8205) VH(F) I F(Xs,zarvarz(‘/—:n)) — F(Xs,zar5¢:7,(fn)) E—— VH(F)

a, (unop)” (upop)” a,

@05, = L ~ e (@)
5 T(E, (0,)* (05 (Fn)))s L(EL, (07,)* (5 (Fa))s —==

Celui-ci implique que le a-isomorphisme ([820.4) est compatible aux actions de 71 (C,T) en vertu de (6.7.3)
et (BI0A). On en déduit un a-isomorphisme de 0,,-représentations de 71 (C,T)

(97)4
—

W0 (Fu))

n

Wn(a* (]:n))

n

(8.20.6) T(F) : Vo (F) = #(or (F)).

Soit f : F/ — F un morphisme de QII%W. D’apres B.I1((i), quitte & remplacer S par une extension finie, il

existe un r-revétement semi-stable et régulier ¢ : X’ — X tels que p,, trivialise F,, et F,,. Le diagramme
commutatif (820.0) est fonctoriel en F. On en déduit par et 811 un diagramme commutatif

(8.20.7) Vo(F) —— D v(F)
T(F) 7(F)
Wroor (f
W (op(F)) 2L (o (7))

d’ou la fonctorialité du a-isomorphisme (820.7T)).

Corollaire 8.21. Soit F un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X. On a un isomorphisme canonique
et fonctoriel de o-représentations continues de m (C,T)

(8.21.1) m®, V(F) = #(5%(F))
ot V est le foncteur de Deninger- Werner ([GI0T]).

*

Preuve. D’apres 820, on a un a-isomorphisme canonique et fonctoriel (V,,(F))n>1 = (#n (05 (Fn)))n>1
de Rep?®" (1 (C,T)) BZ3). L’assertion résulte alors de BZA(i) et BZB(ii).

o

9. UN ENONCE DE DESCENTE POUR LES FIBRES DE DENINGER- WERNER

9.1. Soient 7 un topos et G un groupe fini. Une action de G sur T est la donnée pour tout g € G d’un
morphisme de topos g : T — T tels que (id)* = idy et que pour tous g, h € G, on ait un isomorphisme

(9.1.1) g g0 = (hg)”,

vérifiant des relations de cocycle pour la composition ([I5] VI 7.4). Supposons que 7 soit muni d’une telle
action de G. Un objet G-équivariant de T est la donnée d’un faisceau . de T et pour tout ¢ € G d’'un
isomorphisme

(9.1.2) ] F S gt (F),
tels que 777 = id.# et que pour tous g, h € G, on ait

(9.1.3) T =chgoh (1)) oy .
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Une telle donnée est appelée une action de G (a droite) sur Z. Etant donnés deux objets G-équivariants .7,
et %5, un morphisme f : % — F5 de T est dit G-équivariant, si pour tout g € G, le diagramme

(9.1.4) 77— 7

F
F ZF
Tq ll ng 2
*

f)
9" (71) 2= g* ()

est commutatif. On désigne par Tg la catégorie des objets G-équivariants de 7.

Soit A un anneau de 7 muni d’une action de G compatible avec sa structure d’anneau, i.e. tel que les
isomorphismes TA @I2) soient des isomorphismes d’anneaux. Un A-module G-équivariant est la donnée
d’un A-module M de T et d’une action de G sur M compatible avec sa structure de A-module.

9.2. Dans la suite de cette section, on se donne une S-courbe semi-stable X et un revétement étale et
galoisien €’ de C' = X5. On pose G = Aut(C’/C') et on note ¢ : ¢’ — C' le morphisme canonique. D’apres
B.10, le schéma X est normal. On reprend les notations de § [l pour X. On note E? le site défini par la
catégorie E/ ¢/, x) (L) munie de la topologie induite par le foncteur canonique

Le site E* est alors canoniquement équivalent au site de Faltings associé au morphisme canonique C'—= X
(cf. [4] VL10.1 et VL.10.14). On désigne par E* le topos localisé de E en *(C’) = (€' — X) qui est
canoniquement équivalent au topos des faisceaux d’ensembles sur le site E¥ ([4] V1.10.14) et par

(9.2.2) d:E' 5 E

le morphisme de localisation. En vertu de ([6] III 2.5), celui-ci s’identifie au morphisme de topos induit par
fonctorialité du topos de Faltings ([4] V1.10.12). On désigne par E? le sous-topos fermé de E* complémentaire
de I'ouvert ®*(o*(X,)) de E* et par

(9.2.3) §t: Ef — E

le prolongement canonique. En vertu de ([6] IV 9.4.3), il existe un morphisme de topos canonique

(9.2.4) ®,: B! — E,.

On pose F = ®*(A) () et, pour tout entier n > 1, @fl = @ti/p"@ti qui est isomorphe & 'anneau ®*(4,,).

Comme 4,, est un objet de ES ([I0), on en déduit que anneau @i appartient a Eg Le morphisme de
topos ([@24]) est donc sous-jacent & un morphisme de topos annelés qu’on note

(9.2.5) o, : (B8, B = (E,,B,).

9.3. Par fonctorialité du topos de Faltings ([4] V1.10.12), action de G sur C’ induit une action de G sur le
topos E* ([@1)). En particulier, tout g € G induit un morphisme g : E¥ — E* tel que

(9.3.1) ® = dog.

On en déduit que ¢*(®*(c*(X,))) ~ ®*(¢*(X,;)). L’action de G sur E* induit alors une action de G sur E¥.
Pour tout g € G, on a donc un morphisme g, : Ef — Ef tel que

(9.3.2) b, = D 0 Js-

On désigne par Eg la catégorie des objets G-équivariants de E? @1). D’apres [@31), I'image inverse de ®
induit un foncteur

* .1 ot
(9.3.3) o E — EY,.
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En particulier, I’anneau @i est muni d’une action de G compatible avec sa structure d’anneau. Pour tout
entier n > 1 et tout g € G, le morphisme de topos g, est sous-jacent & un morphisme de topos annelés

=4 it =y it
gn : (Egv'%n) - (Esﬁv'%n)
tel qu’on ait un isomorphisme canonique
(9.3.4) o, = P, 0 In-

L’image inverse de ®,, induit alors un foncteur

(9.3.5) &* : Mod(%,) — Modg(Z"),
ot Modg (@i) désigne la sous-catégorie pleine de Eg formée des @i—modules G-6quivariants de Ef (@)).
Proposition 9.4. Le foncteur ®* : E - Eg @33) est une équivalence de catégories.

Preuve. Considérons
(9.4.1) F—-F

le topos fibré associé au site E (cf. [25] IT 3.4.1) : la catégorie fibre de F au-dessus de (V — U) € Ob(E)
est le topos localisé E/(V_)U)a de E en (V. = U)*, et pour tout morphisme h : (V' — U’) = (V — U) de
E le foncteur image inverse h* : E J(VoUye = E /(v'—urye est le foncteur image inverse par le morphisme de
localisation par rapport & h. On rappelle que F est un champ au-dessus de F (cf. [25] II 3.4.4).

Le morphisme w = (¢,id) : (¢ — X) — (C — X) forme un recouvrement de (C — X) dans E
(cf. [TI(v)) que l'on note (abusivement) encore w@. La catégorie E = F(C — X) est donc équivalente a la
catégorie F(w) des données de descente relativement au recouvrement .

Comme le morphisme 1) : C' — C est un torseur sous G de Etf/c, on a un isomorphisme dans F

(9.4.2) (C"= X)x G~ (C" = X) xXcox) (C"—= X).

On note encore G le faisceau constant de E de valeur G. Le morphisme (C" = X)* = (C — X)® est alors
un torseur sous G de E (|25] 11T 1.4.1). Par la descente galoisienne (cf. [8] 6.2.B), la catégorie des données

de descente F(w) relativement au recouvrement w est équivalente & la catégorie Eg, d’ott la proposition.

Corollaire 9.5. Le foncteur ®* : Mod(%4,) — Modg (%’i) @338) est une équivalence de catégories.

9.6. Pour tout objet U de Et/X, on pose Uz = U x x C” et on note gy : Uz — Uy le morphisme canonique.
Considérons le site fibré

(9.6.1) m=moy: B - Etx,

dont la fibre au-dessus de U est le site Etf/U;_] @9.1). Pour tout faisceau ¢ de Eﬁ, on note ¥y sa restriction
a Etf/U%. Le topos E* est canoniquement équivalent au topos de Faltings associé au morphisme canonique

(C" — X). La donnée d’un faisceau ¢ de E* est alors équivalente & la donnée pour tout objet U de Et /X
d’'un faisceau 9y de Uy g, vérifiant des conditions de comptabilité et de recollement (cf. [4] (VI.5.11.1)).
Comme ¢y est un torseur sous G pour la topologie étale de Us, le topos U%_’fét est muni d’une action de G
@) induite par fonctorialité. D’apres ([4] VI.5.11), la donnée d’une action de G sur ¢ est équivalente a la
donnée pour tout objet U de Et /x d’une action de G sur 9 compatible aux morphismes de restriction.

9.7. Soit F ={U — fU}erb(Et/X) un préfaisceau sur F tel que pour tout objet U de Et/X, Fy soit un

faisceau de Us 4;. Pour tout objet U de Et/X, la fleche ¢y : U% — Uz est un objet de Etf/UW. Donc, ¢y gt
est un foncteur de restriction. On en déduit un isomorphisme canonique de préfaisceaux sur E*

(9.7.1) F oy =AU = ¢ e(Fu)}y
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ot 7 est le foncteur ([Q.2.I). Le faisceau associé a .# oy est isomorphe a ®*(F¢). Le faisceau ¢f; s (Fv) de

Uy 1, est muni d’une action de G induite par o7 ¢, fonctorielle en U. D’apres 0.6} ils induisent une action

de G sur ®*(.#%) qui coincide avec celle de ®*(.Z#*) induite par ®* (@.3.3)).

9.8. On désigne par P la sous-catégorie pleine de Et ,x formée des schémas affines. On munit P de la
topologie induite par celle de Et /x - Alors, P est une famille topologiquement génératrice du site Et /x- On
désigne par

(9.8.1) mh i EL P

le site fibré déduit de 7 (26.0) par changement de base par P — Et /x- On munit E%, de la topologie
co-évanescente définie par ﬂlug et on note Eg, le topos des faisceaux d’ensembles sur Ep. D’apres ([4] VI.5.21
et V1.5.22), la topologie de E%, est induite par celle de E* au moyen du foncteur de projection canonique

E%, — FE* et celui-ci induit par restriction une équivalence de catégories
(9.8.2) Ef 2 EL

On désigne par Eg, la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur Ep. Comme Ef) est une sous-catégorie

topologiquement génératrice de E*, le foncteur “faisceau associé” sur E%, induit un foncteur que l'on note
aussi

(9.8.3) EL - EY, 7 — F°

Soient ¥ = {W ~ %y} (W € Ob(Et,y)) un préfaisceau sur E¥, ¥p = {U — %y} (U € Ob(P)) l'objet de
E%, obtenu en restreignant ¢ a Eg,. On en déduit un isomorphisme canonique de E?

(9.8.4) g = G

9.9. Dans la suite de cette section, on suppose, de plus, qu’il existe un trait (S’,n') fini sur (S,7) et un
7'-revétement fini, galoisien et & fibres géométriquement réduites ¢ : X' — Xg (B tel que, en fixant un
n-morphisme 77 — ', X7~ C’ et que p7 : X; — X7 s’identifie au morphisme 1. On pose X' = X' xg S et
on note

(9.9.1) h: X —5X e p:X' - X

les morphismes canoniques.
Pour tout (V — U) € Ob(E*), on pose U' = U xx X', U' = U’ xx: X' et 7" (resp. U'V) la cloture

— — ~ =V
intégrale de U (resp. U’) dans V. Comme U’ est fini sur U, on a un isomorphisme canonique U’V = U " .

Comme ®* est le foncteur de restriction, on a ®*(Z)(V — U) ~ B(V — U). On en déduit par (81 un
isomorphisme fonctoriel en (V' — U)

(9.9.2) 7V U STU", 0% )-

Pour tout U € Ob(Et,y), on pose @5 = ¢} e(Bu) [(BD) et @@n = @?J/p"@g qui est isomorphe a

D gt (Bu.n) (CBA). En vertu de (1.9.2), on a un homomorphisme d’anneaux de U et
= =t

(9.9.3) 03.(T") - By,

ol la source désigne le faisceau constant de valeur &=, (U’). Comme laction de G sur C’ s’étend en une

action de G sur X', 'anneau O, (U’) est muni d'une action de G telle que 'homomorphisme (93] soit

J . N —t . . ./ P
G-équivariant. D’apres [[.8 et ([@.7.1)), 'anneau %,, est isomorphe au faisceau sur E* associé au préfaisceau

(9.9.4) (U—Z,,}  UecOb(Et,y).
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9.10. Comme E* est isomorphe au topos de Faltings associé au morphisme canonique C’ — X, on a un
morphisme canonique ([4] (VI.10.6.3))
(9.10.1) B Ef — Ciy,
qui rend commutatif le diagramme (cf. [4] (V1.10.12.6))

P

Bt

|

’ 7
Cfét — Cfét .

Soit n un entier > 1. On désigne par 3% : (EE,@EZ) — (Cf4, 04) le morphisme de topos annelés défini par le

composé ! o 6% ([@Z3) et le morphisme canonique o, — 4 (@i) Par des arguments similaires 4 B3] on en
déduit un diagramme commutatif

(9.10.2) (Et,,) —~ (E., B.)

ﬂil Lﬂn
%2

(Cééta on) %77 (Cfét; Un),

a isomorphisme pres, qui commute aux actions de G sur (Eg,@i) et (Cisr 0n)-

Théoréme 9.11. Soient X une S-courbe semi-stable, T un point géométrique de Xz et F un fibré vectoriel

sur X = X xg 8 (@1). Supposons qu’il eviste un entier n > 1, un trait (S’,n') fini sur (S,n) et un n'-
revétement fini, galoisien et d fibres géométriquement réduites ¢ : X' — Xg tels que, fixant un n-morphisme
7 — 1 et reprenant les notations de (@91), B;(Fyn) soit libre de type fini. Alors, on a un isomorphisme

B, -linéaire

(9.11.1) Yot 0 (Fn) = Br(Va(F)),

n

ot V,(F) est la o,-représentation de m (X7, T) associée & F ([6.1), oy est le morphisme de topos annelés

[TITA) et B} est le foncteur (B6.1).
Preuve. Pour tout objet U de Et/X, onpose U' = Uxx X', U; = U'xg s et U, = U' xg 7. D'apres (UL
et (J4] VI.5.34(ii) et VI.8.9), le @i—module O (0 (Fp)) est isomorphe au faisceau associé au préfaisceau :

(9.11.2) (U = FulUs) ®o— w.) By} U € Ob(Etx).
ou F(Us) et O (Us) sont considérés comme des faisceaux constants de U7 g, D’apres (0.9.3), Ianneau
@@n de Uy est une O, (Ug)-algebre. Pour tout objet U de P (.8), on en déduit un isomorphisme

G-équivariant de faisceaux de U%)fét
=t ~o—=x —t
(9.11.3) fn(Us) ®ﬁ7n(Us) ‘%U,n — (pn(]:")(U;) ®ﬁ}, (U?) «@U,n,

ol les actions de G sur F,,(Us) et O (Us) sont triviales et @y, (F,)(Uy) et 0%, (Uy) sont considérés comme

des faisceaux constants de U7 . munis des actions de G induites par y,. On note My le but de (O.IL.3).
On pose L, (F) = uz(V,(F)) le 0,-module localement libre de type fini de Cle, associé & V,,(F) (3.29.2).

D’apres ([4] VI.8.9 et IV.10.9), le @i—module O (85 (L, (F))) ~ (ﬂi)*(w%(lbn (F))) est isomorphe au faisceau
associé au préfaisceau

* * —t -
(9.11.4) {U— IU,fét(‘Pﬁ,féc(Ln(f))) ®@o, Bt U € Ob(Et,x),
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ol hyy : Uz — C' est le morphisme canonique. On pose Nu = hi 4 (05 160 (Ln(F))) ®a, @%}n qui est muni
d’une action de G fonctorielle en U (cf. [@.7]).
Comme P;,(F,) est un Oy, -module libre de type fini, d’apres (673) et 6.8, on a un isomorphisme

G-équivariant de o,-modules de Cf,
(9-11.5) P (F)(X3) = & e (Ln (F)),

ot @y, (Fn)(X.) est considéré comme le faisceau constant de Cf,, muni de 'action de G induite par B,,. On

a un isomorphisme G-équivariant et fonctoriel en U de &, (U!)-modules

(9-11.6) Cn(Fu)(US) = Br(Fu) (X)) ®o,, O3, (U7)-
On en déduit par ([.ITH) un isomorphisme G-équivariant et fonctoriel en U de 0%, (Uy)-modules de UL g
(9-11.7) Pr(Fn)(Ug) = hij 61 (#7 e (Ln (F))) @0, O, (U)-

En vertu de (OI1L3) et (O.IL4), on en déduit, pour tout objet U de P, un isomorphisme G-équivariant et

fonctoriel en U de @gm-modules de U%,fét

(9.11.8) My = Ny.
D’apres et 0.8 on en déduit un isomorphisme G-équivariant de @i—modules
(9.11.9) D (07 (Fn)) = @5 (B (Lin(F)))-
Le théoréme résulte alors de
Remarque 9.12. Pour tout entier 1 < m < n, on a un isomorphisme %,,-linéaire ~,, : ok (Fm) =
B, (Vi (F)). En vertu de la preuve, les isomorphismes 7, et 7,, sont compatibles.
10. FIBRES VECTORIELS ET REPRESENTATIONS DE WEIL-TATE

10.1. Soient X une S-courbe semi-stable, Z un point géométrique de Xz. On reprend les notations de § [0
pour X. Rappelons qu’on a des morphismes de topos annelés (cf. et [C13))

(10.1.1) (Xoor: Ox ) & (B, Bn) 25 (Xggarnon),  W¥n>1
o & ~NO —— E o o
(10.1.2) (Xoer: Oz) = (B, B) = (Xjger, 0).

On reprend les notations de pour les foncteurs 3, B* et 5’6

On désigne par X le schéma formel complété p-adique de X. Rappelons que ¥ est de présentation finie
sur . = Spf(0) et qu’on a un morphisme de topos annelés (.12.4])

(10.1.3) T: (E§°,§) = (X zar; Ox).

Pour tout Ox-module cohérent .# de X ,or €t tout entier n > 1, on note .#, = % /p".% que l'on considere
comme faisceau de X ,ar ou de X ¢. D’apres ([4] (II1.11.1.12)), on a un isomorphisme canonique

(10.1.4) F ((Fn)n>1) = T (F).
Le foncteur T, induit un foncteur additif et exact a gauche que 1'on note encore
-~ 1
(10.1.5) T. : Modg(#) - Mod(0x[-]).
p

D’apres (5144, le foncteur T* induit un foncteur additif que ’on note encore

v

1 .
(10.1.6) T* : Mod®"(0x [1—?]) — Mod3'(%).
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Définition 10.2. (i) Soient n un entier > 1, F, un fibré vectoriel sur X,, et V,, une o,-représentation de
m (X7,7) BI8). On dit que F, et V,, sont %, -associés s’il existe un isomorphisme %,-linéaire

(10.2.1) o (Fn) = B (Va).

(ii) Soient .# un ﬁx[%]—module localement projectif de type fini [29]) et V une €-représentation continue
de m (X7, T . On dit que .Z et V sont Bg-associés s'il existe un isomorphisme Ag-linéaire
7 q Q P Q
(10.2.2) T(F) = By(V).
Définition 10.3. (i) On dit qu'un ﬁgg[%]—module localement projectif de type fini .% est de Weil-Tate s’il
est Bg-associé A une €-représentation continue de m (X7, 7).
(ii) On dit qu'une C-représentation continue V' de m (X5, T) est de Weil-Tute relativement d X si elle est

Bg-associée i un ﬁx[%]—module localement projectif de type fini.
On désigne par MOdWT(ﬁx[%]) la sous-catégorie pleine de MOdCOh(ﬁx[%]) formée des ﬁx[%]-modules
de Weil-Tate et par RerVT / X(my (X7,7)) la sous-catégorie pleine de Repg™ (w1 (X7, 7)) formée des €-

représentations de Weil-Tate relativement a X.

Remarque 10.4. On dit qu'un fibré vectoriel F sur X=X Xg 5 200 est de Weil-Tate si le ﬁx[%]—module

F [%] est de Weil-Tate. D’aprés (I0.1.4), il revient au méme de dire qu'il existe une €-représentation continue
V de m (X7, T) et un isomorphisme Zq-linéaire

(10.4.1) (& (Fa)nz1))o = B (V).

Proposition 10.5. Soient X une S-courbe semi-stable, T un point géométrique de X7, n un entier > 1 et

F un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X (6.3). Alors, il existe un trait S’ fini sur S, un S’-modéle
semi-stable et régulier X' de X5 (ILID) et un n'-revétement ¢ : X' — Xg tels que By (Fy) et V?n(]:)

sotent @;—associés, ou (E;,@;) désigne le topos annelé de Faltings associé au schéma X' au-dessus de S’
et Vo (F) est la op-représentation de w1 (X7, T) associée a F par (69.2).
,n

Preuve. Quitte & remplacer S par une extension finie, d’apres [BI1I(iii), il existe un S-modéle semi-stable
X' de X5 et un n-revétement ¢ : X' — X tels que @, (F,) soit trivialisé par un 7-revétement semi-stable,

fini et galoisien Y/ — X'. D’apres[0.11] 7, (F,,) et Vf (@*(F)) sont @;—associés. D’apres (£.8), 83I3) et
n
B34, on peut supposer que X est régulier. Alors, la proposition s’ensuit compte tenu de GT0(ii).

Proposition 10.6. Soient X une S-courbe propre et lisse, T un point géométrique de Xz, L un fibré en
droites de classe appartenant a Pic%/g(ﬁ). Pour tout entier n > 1, on a associé a L une o,-représentation
V(L) de m(X7,7) @7 et une o-représentation continue V(L) de m (X7,Z) @I0T). Alors, L, et V,(L)
sont B, -associés ; et E[%] et V(E)[%] B21) sont %@—associés.

Preuve. Soit n un entier > 1. D’aprés et [@I1] on a un isomorphisme
(10.6.1) Yo 1 0 (Ln) = Br(Va(L)),

d’oti le premier énoncé. En vertu de[@I2] les isomorphismes (7, )n>1 (IL6.T]) sont compatibles. La proposition
s’ensuit compte tenu (I0LA4).

Proposition 10.7. Soient X une S-courbe semi-stable et réguliére et T un point géométrique de Xz.
(i) La restriction du foncteuwr T* (I0L0) a ModWT(ﬁx[%]) se factorise a travers la sous-catégorie pleine

Mod" (%) (83) de Mody'(%).
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(ii) Pour tout objet F de MOdWT(ﬁx[%]), on a un isomorphisme %@-linéaire, canonique et fonctoriel
(10.7.1) T () = Ba(Wa(T(F))),
ol Wy : Mod&ltf(é) — Repd™(m (X7, T)) est le foncteur (RIZ2).

Preuve. Soit . un objet de ModWT(ﬁx[;]) Choisissons un objet V' de Repg™ (1 (X7, T)) et un iso-
morphisme j@—linéaire
(10.7.2) T THT) = By(V).

L’assertion (i) résulte alors de[®7l D’aprés BI7(ii), on a un isomorphisme %g-linéaire canonique et fonctoriel
en V

(10.7.3) (V) = By(#a(5(V)))-
On en déduit compte tenu de (I072) et (I0.73) un isomorphisme j@—linéaire
T(F) = By (#a(T(F))).

Montrons que cet isomorphisme ne dépend pas des choix de V' et de I'isomorphisme 7 et qu’il est fonctoriel en

cont(

Z. 1l suffit de démontrer que, pour tous objets V et V' de Rep
6 : ﬁ@( ) — BQ(V’), le diagramme

(10.7.4) Bo(V) ——= By (#a(B5(V)))

71 (X7, T)) et tout morphisme Zg-linéaire

est commutatif. D’apres la pleine fidélité du foncteur B@ B8), 6 est 'image d’un morphisme ¥ : V — V' de
Repy™ (m1 (X7, T)) par Bu(a La commutativité de (I0.T4) résulte alors de la fonctorialité de (I0T3)).

Corollaire 10.8. Sous les hypothéses de [0, pour tout objet F de ModWT(ﬁgg[ D), la €-représentation
continue #o(T*(F)) est de Weil-Tate relativement ¢ X. On désigne par ¥x le foncteur

(10.8.1) Yy : ModWT(ﬁx[%]) — Repy X (m (X, 7)), T e W(TH(F)).

Alors, V% (F) et F sont @@-associés.
Proposition 10.9. Soient X une S-courbe semi-stable et réguliére. On note LPtf(ﬁx[%]) la sous-catégorie
pleine de Mod®"(0x [1]) formée des ﬁx[%]—modules localement projectifs de type fini.
(i) Pour tout objet F de LPY(0x [ 1), le morphisme d’adjonction (cf. [4] 111.12.1)
(10.9.1) F = T.(T(F))
est un isomorphisme.
(ii) La restriction du foncteur T* (IOL6) d LPtf(ﬁx[%]) est pleinement fidéle.
Preuve. (i) D’apres (J4] II1.12.4(ii)), on a un isomorphisme déduit du morphisme d’adjonction
(10.9.2) F 9,111 T+ (Fg) & T(TH(F)).

L’isomorphisme (I0.9.0)) résulte alors de l'isomorphisme ([4] 111.11.8)

]
(10.9.3) ﬁx[%] T.(%o).
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(ii) Soient ¢ et % deux Ox-modules cohérents de X ,a, tels que % [%] et % [%] soient localement projectifs
de type fini. Notons ¢ = S#omeg, (%1, %). Alors, %[%] est aussi localement projectif de type fini (Z9). Comme
4 est de présentation finie, on a un isomorphisme canonique
(10.9.4) T(9) = %omz(T*(%),T*(%)).

Considérons le morphisme composé

(10.9.5) [T (Xszar,9) — T (Xsgar, T(TH(9))) = I‘(EE‘O,T*(%)).

D’aprés (i) et BI06(i), le morphisme f ®z Q est un isomorphisme. On en déduit la pleine fidélité de T*.
Proposition 10.10. Soient X une S-courbe semi-stable et réguliére et T un point géométrique de Xz. Pour
toute C-représentation V de m(X7,Z) de Weil-Tate relativement a X, le ﬁgg[%]-module T*(Bu(a(V)) est de
Weil-Tate. De plus, on a un isomorphisme j@—linéaire, canonique et fonctoriel

(10.10.1) By (V) = TH(T.(B3(V)))-

Preuve. Soit V' une C-représentation de 71 (X5, T) de Weil-Tate relativement & X. Choisissons un ﬁx[%]—
module de Weil-Tate . et un isomorphisme Zg-linéaire

(10.10.2) 71 By(V) = T*(F).

D’apres (I0.9.)), T*(ﬁv@(V)) est de Weil-Tate.

En vertu de (I9.1]), on a un isomorphisme HAg-linéaire, canonique et fonctoriel en .#

(10.10.3) THF) = THT(T(F))).

On en déduit compte tenu de (10.10.2)) et (10.10.3) un isomorphisme @Q-Hnéaire
Ba(V) = TH(TL(B5(V))).

Montrons que cet isomorphisme ne dépend pas des choix de .% et de I'isomorphisme 7 et qu’il est fonctoriel

en V. Il suffit de montrer que, pour tous ﬁgg[%]-modules localement projectifs de type fini .%, #’ et tout

morphisme %@—linéaire 0:T*(F)—= T*(F'), le diagramme

(10.10.4) TH(F) ——T*(T.(T*(£)))

Gl lT*(T*(H))

TH(F') ——=T*(T.(T*(F")))

est commutatif. D’aprés la pleine fidélité du foncteur T* [[0.9(ii), 6 est 'image d’un morphisme ¢ : # — %’

de LPtf(ﬁx[%]) par T*. La commutativité de (I0.I0.4]) résulte de la fonctorialité de (I0I0.3]) en .Z.

Corollaire 10.11. Sous les hypothéses de IOI0. Pour toute €-représentation V de Weil-Tate relativement
aX,le ﬁx[%]—module T.(By(V)) est de Weil-Tate. On désigne par Ix le foncteur

(10.11.1) T : Repy "X (1 (X5, T)) — ModWT(ﬁx[%]), Ve TUB5(V)).

Alors, Vet Tx (V) sont j@—associés.

Proposition 10.12. Soient X une S-courbe semi-stable et régulicre et T un point géométrique de Xz. Les
foncteurs Y5 (0B et Fx (IUILI) sont des équivalence de catégories quasi-inverses l'une de lautre.
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Preuve. D’apres [[07[(ii), pour tout objet % de MOdWT(ﬁx[%]), on a un isomorphisme %q-linéaire,
canonique et fonctoriel
(10.12.1) () & By(x(F)).
Composant 'isomorphisme canonique (I0.9.1]) et 'image de (ILIZT) par T., on déduit un isomorphisme
fonctoriel

(10.12.2) F = T (V2 (F)).

D’autre part, d’aprés (I0.I0.]), pour tout objet V de RepzVT /X(m (X7,7)), on a un isomorphisme Bg-
linéaire, canonique et fonctoriel

(10.12.3) B (V) = T (T (V).

Composant I'isomorphisme canonique V = #4( v@(V)) [BI1(ii)) et I'image de (IN.IZ3) par #4, on déduit
un isomorphisme fonctoriel

(10.12.4) V = x(Tx(V)).

10.13. Soient X une S-courbe semi-stable et réguliére, (S’,n’) un trait fini sur (5, 7) et X’ un modele semi-
stable et régulier de X, dominant Xg/. Reprenons les notations de [0l pour X. On fixe un n-morphisme
7 — 1’ et par suite un S-morphisme S — S’. On désigne par X’ le schéma formel complété p-adique de
X xg S et par g : X' — X le morphisme de schémas formels induit par la projection canonique X’ — Xg.
Reprenant les notations de B3], on désigne par

~ o !
(10.13.1) T (BN, B) = (X, yar, Ox)
le morphisme (I0.L3) relatif & X’. On a alors un diagramme commutatif & isomorphismes pres (cf. (8314
et [4] TIL.(9.11.15)).

v / 31

! =~ o0 — ﬁ o v
(10.13.2) (XL yors Oxr) <— (B, 5 ) ——— (X1, 6)

s,zar?

(LA

T TNC 5
(Xs,zara ﬁ%) ~ (EEI "%) - (X%\I,fét’

0)

Proposition 10.14. Conservons les notations de 1013 Alors :
(i) L’image inverse d’un ﬁx[%]—module de Weil-Tate par g est un ﬁgg/[%]-module de Weil-Tate.
(ii) Toute C-représentation continue de Weil-Tate relativement o X est de Weil-Tate relativement d X'.
(iii) On a des diagrammes commutatifs & isomorphismes prés

(10.14.1) Mod"VT (62 [1]) Vx RGPXVT/X(m(Xﬁj))

1
p
g*l

YVt /
Mod""(0x[}]) —>Repe /" (m (X7, 7))
et
(10.14.2) Repy " /™ (m1 (X7, 7)) —2> Mod"“T (0 (1))

g* l
’ ,9 ’
Repy /™ (m1(X7,7)) — > Mod VT (0 1])

ot Txr et Yy sont les foncteurs (I et (I0RI) relatifs a X'.
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Preuve. Soient .% un Ox [%]—module de Weil-Tate et V une €-représentation de Weil-Tate associée. Il existe
donc un isomorphisme j@—linéaire
(10.14.3) T(F) = By(V).

Y
En vertu de (ILLI3:2), on en déduit un isomorphisme %g-linéaire
(10.14.4) T (g" (7)) = B3 (V),

d’oti les assertions (i) et (ii).
Comme ¥x = T* o #p, la commutativité du diagramme (I0I4.T]) résulte de BIH et (I0I32). La commu-
tativité du diagramme (I0.14.2)) s’ensuit par [[0.12, d’ot assertion (iii).

10.15. Dans la suite de cette section, on fixe une K-courbe propre et lisse C et un point géométrique = de C.
On pose C' = C @3 <. Soit S’ un trait fini sur S. Un S’'-modéle de C est la donnée d'un S-morphisme S =5
et d’une S’-courbe propre X munie d’un isomorphisme C' ~ X xg 7. Soit X un S’-modéle semi-stable et
régulier de C. Reprenant les notations de 514, on a un foncteur pleinement fidéle en vertu de (&.13)
1

(10.15.1) g% : LPY(0x[~]) — Vecty .
Définition 10.16. (i) On dit qu'un fibré vectoriel F sur C est de Weil-Tate il existe un trait S’ fini sur
S, un S’-modele semi-stable et régulier X de C' et un ﬁx[%]—module de Weil-Tate .7 tel que jx(%#) ~ F
(IOI5T).

(ii) On dit qu'une €-représentation continue V' de 71 (C,T) est de Weil-Tate s’il existe un trait S’ fini sur
S, un S’-modele semi-stable X de C tels que V soit de Weil-Tate relativement a X.

On désigne par %\gT la sous-catégorie pleine de Vect formée des fibrés vectoriels de Weil-Tate et par

Repy ' (m1(C,T)) la sous-catégorie pleine de Rep§™ (m; (C,T)) formée des €-représentations continues de

Weil-Tate. Soit X un S-modele semi-stable et régulier de C. La restriction du foncteur jx [IO0I5T) a

MOdWT(ﬁx[%]) induit un foncteur pleinement fidéle que ’on note encore

1
(10.16.1) Jx ModWT(ﬁx[E]) — TYT.

Soient S’ un trait fini sur S et X’ un S’-modeéle semi-stable et régulier de C' dominant Xg/ et reprenons les
notations de [0.I3 En vertu de [I0.T4i) et de la définition de jx (BIZLH), on vérifie que le diagramme

(10.16.2) Mod™" (0x[1])

e

WT Jx!
Mod (ﬁx/[%]) —>m\éVT,
ou gy désigne le foncteur (I0I6.I]) relatif & X', est commutatif.

Lemme 10.17. (i) Pour tout morphisme f de ‘IT\CQVT, il existe un trait S" fini sur S et un S’-modéle semi-
stable et régulier X de C tels que f soit contenu dans Uimage du foncteur jx (I0IGT).

(ii) Pour tout morphisme f de Repy' * (m1(C,T)), il existe un trait S fini sur S et un S'-modéle semi-stable
X de C tels que f provienne de la sous-catégorie pleine RerVT /X(m(C, 7)) de Repy * (m1(C,T)).

Preuve. (i) Soient F et F’ deux fibrés vectoriels de Weil-Tate sur C'. D’aprés[5.8] il existe un trait S’ fini
sur S et un S’-modele X semi-stable et régulier de C tels que F' et F’ soient les images des ﬁx[%]-modules

localement projectifs de type fini par jx (IOIGT). L’assertion résulte alors de la pleine fidélité de (T0T6.I).
En calquant la démonstration de (i), on vérifie assertion (ii).
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10.18. En vertu de 10.14] et [O.I7 les foncteurs ¥% fournissent un foncteur
(10.18.1) Ve : BET — Repy ' (m1(C,F)).

De méme, les foncteurs jx o % fournissent un foncteur :

(10.18.2) Tz : Repy ' (m(C, 7)) — VYT

Théoréme 10.19. Les foncteurs ¥z [(ILISI) et T (I0I8Z) sont des équivalences de catégories quasi-
inverses l'une de l'autre.

Preuve. Pour tout objet V' de RepgVT (m1(C,T)), quitte a remplacer S par une extension finie, il existe un
S-modele semi-stable et régulier X de C tel que V soit de Weil-Tate relativement a X. D’apres (I0124]),
on a un isomorphisme
(10.19.1) V5 Ve (Ta(V))

11 résulte de la fonctorialité de (I0IZA) et de MOIT(ii) que celui-ci est fonctoriel en V.
De méme, pour tout objet F' de U, quitte a remplacer S par une extension finie, il existe un S-modele

semi-stable et régulier X de C et un objet .% de ModWT(ﬁx[%]) tel que F ~ 33 (%). D’apres (I0.12.2), on
a un isomorphisme

(10.19.2) F 25 T (Va(F)).
11 résulte de la fonctorialité de (IDIZ2) et de MOIT(i) que celui-ci est fontoriel en F.

Théoréme 10.20. Tout fibré vectoriel de Deninger- Werner sur C est de Weil-Tate. De plus, la restriction
du foncteur Vg : ‘B\gT — Repy™(m (C,7)) (I0IRI) a la sous-catégorie Q}gw s’identifie au foncteur de
Deninger-Werner V » (€I4.1]).

On présentera la démonstration dans[I4.5 et [T4.0]
Corollaire 10.21. Le foncteur de Deninger-Werner V (6I4.1) est pleinement fidele.
Preuve. Cela résulte de [[0.19] et [10.20

11. CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE POUR LES REPRESENTATIONS DE WEIL-TATE

11.1. On munit S de la structure logarithmique .#s définie par son point fermé ([4] 11.6.1), autrement
dit, #s = j.(0;) N Os, ou j : n — S est I'injection canonique. On munit S et S (1) des structures
logarithmiques .z et //% images inverses de .#g (cf. [4] 11.5.10).

On associe fonctoriellement a toute Z,)-algebre A I'anneau

(11.1.1) A = lim A/pA
m]hp
et un homomorphisme 6 : W (A”) — A de anneau W(A®) des vecteurs de Witt de A” dans le séparé complété
p-adique A de A (cf. [4] 11.9.3).
On désigne par p I'élément de (Oz)" (L) induit par la suite (pﬁ)nzo 1)) et on pose

(11.1.2) §=[pl—peW((0R)),
ol [ ] est le représentant multiplicatif. On pose
(11.1.3) h(Og) = W((Og)’)/ Ker(0)*.

On a une suite exacte ([4] 11.9.5(iv))

(11.1.4) 0 —— W((0r)") —= W(Og)") 20 — 0.
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Elle induit une suite exacte
(11.1.5) 0= 0 -5 @h(0z) %o —0,

ot -§ est induit par la multiplication par £ dans @%(O%). L'idéal Ker(f) est un o-module libre de base . On
le note o et on note £~ to le o-module dual de £o0. Pour tout o-module M, on désigne les o-modules M ®, £o
et M ®, & Lo simplement par €M et €1 M respectivement.

On pose

(11.1.6) 5(S) = Spec(a4(0%))
que 'on munit de la structure logarithmique .7, (3 définie dans ([4] I11.9.8). L’homomorphisme 6 induit
alors une immersion fermée exacte ([4] 11.5.22)

(11.1.7) is 1 (5, s) = (A(S). M ).

11.2. Dans la suite de cette section, on se donne une S-courbe semi-stable et réguliere X que 1’on munit
de la structure logarithmique .#x définie par sa fibre spécial X. Le morphisme de schémas logarithmiques
[ (X, x) — (S, #s) est alors adéquat au sens de ([4] II1.4.7). On notera que X, est le sous-schéma
ouvert maximal de X ou la structure logarithmique .#x est triviale. Pour alléger les notations, on pose

(11.2.1) Dx/s = Ux ax)/(5,5)°

On munit X = X xg S (ZLI) de la structure logarithmique '//li image inverse de .#x. Posons F =

%omﬁ?(ﬁﬁqs ®os O, ﬁ?). Comme X est une S-courbe, on a alors H2(Xﬁ,3‘%) =0 et H*(X,, %) = 0.

Compte tenu de ([37] § 5 Cor.2), on en déduit H*(X,.#) = 0. D’apres ([3I] Prop. 3.14), il existe une
(o(S), M > (3))-déformation lisse (X, <) de (X, M), Cest-a-dire un diagramme commutatif

(11.2.2) (X, ) —— (X,.3)

L

(5. M) —> ((5), M 5.

On fixe une telle déformation (X, .#5) (IT2.2) dans la suite de cette section.

11.3. On note X le schéma formel complété p-adique de X. On désigne par & _15; ) le complété p-adique du
Ox-module 5*1()1}/5 = 5715%{/5 ®ey O et on pose, pour tout entier j > 0, {fjﬁgg/y = Aiﬁx (5*152;6/5,).
On sous-entend par ﬁx[%]—module de Higgs a coefficients dans §*1Q§€/y,, un ﬁx[%]—module de Higgs a
coefficients dans 5_1§~2;€ﬂy[%] (Z10). On désigne par MH(ﬁx[%], 5_1556/Y) la catégorie de tels modules et

par MHCOh(ﬁx[%],ﬁflﬁé / ) la sous-catégorie pleine formée des modules de Higgs dont le ﬁx[%]—module
sous-jacent est cohérent. On appelle ﬁg{[%]-ﬁb’f’é de Higgs & coefficients dans 5_15;/y tout ﬁgg[%]—module
de Higgs a coeflicients dans £ ’152%6 5 dont le Ox[+]-module sous-jacent est localement projectif de type fini

1
29).

11.4. On reprend les notations de § [l pour le S-schéma X. Soient .#Z un @Q-module adique et de type fini
et A un ﬁg{[%]—ﬁbl’é de Higgs & coefficients dans 5_15;/y. Dans (4] 111.12.10(ii)), Abbes et Gros définissent
la propriété pour . et A d’étre assgciés. On dit que # est de Dolbeault s’il admet un fibré de Higgs associé
et que A est soluble 8’il admet un ZBg-module associé (cf. [4] 111.12.11).
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v v

On désigne par Mod(g"lb(%) la sous-catégorie pleine de Modgf(%) formée des %@-modules de Dolbeault,
et par MHSOl(ﬁx[l],f_lﬂ;e/y) la sous-catégorie pleine de MH(ﬁx[%],f_lQ;/y) formée des Ox[%]-fibrés

P P
de Higgs solubles & coefficients dans 5’1(2%6/5,. Il existe un foncteur (cf. [4] 111.12.18)

(11.4.1) A Modgd‘f’@) — MHS°1(@[%],§—1Q;M),
et un foncteur dans l'autre sens (cf. [4] 111.12.23)
(11.4.2) V& MHS°I(ﬁx[%],§—1§;/y) — Modgdb@).

Théoréme 11.5 ([4] 111.12.26). Les foncteurs (IIAI) et (ITZA2]) sont des équivalences de catégories quasi-
inverses l'une de 'autre.

Lemme 11.6. Soit.Z% un ﬁgg[%]-module localement projectif de type fini. Alors, le Bg-module T*(.F7) (I0LG)
et le fibré de Higgs (F,0) sont associés (LLA), et on a un isomorphisme canonique et fonctoriel
(11.6.1) (Z,0) = 2(T(F)).

Preuve. Démontrons que T*(Z) et (#,0) sont r-associés dans le sens de ([4] II1.12.10(i)) pour tout
nombre rationnel r > 0. On désigne par £ la PB-algebre de Higgs-Tate d’épaisseur v associée d (X', ///)?)

(cf. [4] 111.10.31), par d") la B-dérivation de ) défini dans ([ (II1.12.7.1)), par =" la catégorie des p"-

isoconnexions intégrables relativement & 'extension (") /2 (cf. [4] 111.6.10) et par Ep la catégorie des objets
de E" & isogénie pres (216). Dans la suite, on va construire un isomorphisme canonique fonctoriel

(11.6.2) T H(Z,0) = 6" (T*(7)),

olt 8" : Mody' (%) — Ef, et T : MHCOh(ﬁx[%],f’lﬁi/y) — Eg sont des foncteurs ([4] (II1.12.7.3)) et

([] (I11.12.7.8)). En vertu de (B.I44), il existe un @x-module cohérent ¥ tel que & ~ %[%] Par définition
de 6" ([4] (II1.12.7.2)), on a

(11.6.3) &"(TH(F)) = (¢ @z T*(9),¢") 0= T*(9),id,p"d") @ id)q.
Compte tenu de la définition de T"* ([4] (I11.12.7.6)), on a
(11.6.4) TH(F,0) = (67 @ T(9),%") 0= T*(9),id@=T*(id),p’d") © T*(id))q.

On prend pour (TT.6.2) 'isomorphisme induit par (ILG3)) et (IL6.4). D’apres ([4] 111.12.17(i)), on en déduit
un isomorphisme

(Z.0) = A (T*(F)).
La fonctorialité de (IL61]) se déduit de celle de (TL6.2). Le lemme s’ensuit.

Proposition 11.7. Soient T un point géométrique de Xz, V' une C-représentation continue de (X7, 7).
(i) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Le Bg-module B@(V) est de Dolbeault (IT4)) et le fibré de Higgs %(Ba(V)) est de champ nul.
(b) V est de Weil-Tate relativement ¢ X ([0.3).

(i) Si les conditions de (i) sont remplies, on a un isomorphisme canonique fonctoriel de fibrés de Higgs
(11.7.1) H (B (V) = (Fx(V),0),
ot Tx est le foncteur (IOTLII).
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Preuve. Supposons d’abord que la condition (a) soit remplie. On note % le ﬁx[%]—module localement

projectif de type fini sous-jacent a 7 (B@(V)) D’apres [I1.6] on a un isomorphisme canonique
(11.7.2) (Z,0) = 2(T(F)).
En vertu de[I1.H on en déduit un isomorphisme de @Q-modules
(11.7.3) By (V) = T(F),
d’ott la condition (b).
Supposons que la condition (b) soit vraie. D’apres [I0.10 le ﬁx[%]—module T% (V) est localement projectif
de type fini. De plus, on a un isomorphisme fonctoriel en V' (I0I0.T])
(11.7.4) By(V) = TH(Tx (V).
La condition (a) et l’assertion (ii) résultent alors de appliqué & # = Jx (V).

11.8. Soient C une K-courbe propre et lisse, Z un point géométrique de C et V une €-représentation de Weil-
Tate de 71 (C,T). Choisissons un o-module localement libre de type fini L de Cﬁ: dont la classe d’isogénie
correspond & V' via (329.4). On pose, pour tout entier i > 0, H'(CY, , V) = H'(CE,, L) ®2 Q. On notera que

cette définition ne dépend pas du choix de L (ZT7.A4).
Proposition 11.9. Conservons les notations de[[LR et soit 7 (V) le fibré vectoriel sur C associé o V. On

a alors une suite exacte

(11.9.1) 0= H' (Crar, 7(V)) = H(CE,, V) = H(Crar, T (V) @, (5—191@/@)) - 0.

Preuve. Quitte a remplacer K par une extension finie, il existe un S-modele semi-stable et régulier X de
C tel que V soit de Weil-Tate relativement & X (I0.3]). Reprenant les notations précédentes pour X, on a

un isomorphisme canonique de @@—modules
(11.9.2) By(V) = T*(Fx(V)).

Reprenant les notations de 2.7 pour le topos annelé (E§O , %), d’apres (TZ1)), le foncteur 5’6 ®63) induit
un isomorphisme canonique

(11.9.3) H'(CR,, V) ~ HY(EY, B3 (V)).

Par ailleurs, choisissant un €x-module cohérent .% tel que .% [%] ~ Z%(V) (&I44), on a une suite exacte

(11.9.4) HY (X, R T.(T*(F))) = B (BN, T(%)).

Compte tenu de B.I0(i), on en déduit une suite spectrale

(11.9.5) HY (R T (TH(Z2 (V) = HH (B T (Tx(V)):
D’aprés (ITZ)) et ([4] I111.12.34), on a un isomorphisme canonique de ﬁgg[%]-module
(11.9.6) RITA(TH(Tx (V) = Ta(V) @0y €79k, .

Compte tenu de E.T6(ii), on a un isomorphisme €-linéaire

(1197) Hl(3€, 9};(‘/) (207 (fijﬁ?f/y)) st Hi(ézarv 9(‘/) ®ﬁc (gijgjcv«/e))

Comme C est une courbe sur K, ce dernier est nul si i > 2. On en déduit par (II.9.5) une suite exacte de
C-espaces vectoriels

(11.9.8) 0 — H(Cpar, Z(V)) = HY(EY , T*(2(V))) = H*(Crar, 7(V) @0, (€79 ¢) = 0.
La proposition s’ensuit compte tenu de (IT9.2), (TT93)) et (ITIT).
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12. FAISCEAUX DE a-MODULES

12.1. Pour toute o-algebre A, on désigne par Mod(A) la catégorie abélienne tensorielle des A-modules.
Suivant ZT8, prenant pour ¢ : 0 = A = End(idnmod(a)) 'homomorphisme structural, on appelle catégorie
des a-A-modules et 'on note a-Mod(A) le quotient de la catégorie Mood(A) par la sous-catégorie épaisse
des A-modules a-nuls. On désigne par

(12.1.1) a:Mod(A) - a-Mod(A) M — M,

le foncteur canonique (ZI81]). Pour tous A-modules M et N, on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(Bl (1.4.7.1))

(12.1.2) Homg_nioaay(M<, N%) = Hompgod(a)(m ®o M, N).

On désigne par o, le foncteur

(12.1.3) o« : a-Mod(4) — Mod(4), P+ Homgy nmod(a) (A%, P),

et par oy le foncteur

(12.1.4) o1 : a-Mod(A) — Mod(A), P— m®,o.(P).

En vertu de (I2Z12)), pour tout A-module M, on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(12.1.5) o (M®) =5 Hom, (m, M).

Proposition 12.2 ([3] 1.4.8). (i) Le foncteur o, est un adjoint & droite du foncteur o (I2Z1.T)).
(ii) Le morphisme d’adjonction a o o, — id est un isomorphisme.
(iii) Le foncteur oy est un adjoint & gauche du foncteur a.
(iv) Le morphisme d’adjonction id — a o oy est un isomorphisme.

Corollaire 12.3 ([3] 1.4.9). Les foncteurs « et o1 sont exacts et le foncteur o, est exact & gauche.

12.4. On appelle a-0-algébre (ou 0*-algébre) un monoide unitaire commutatif de a-Mod(o) ([3] 1.4.11). On
désigne par Alg(o) la catégorie des o-algebres et par a-Alg(o) la catégorie des a-o0-algebres. Le foncteur a
étant monoidal, il induit un foncteur que ’on note encore

(12.4.1) a: Alg(o) — a-Alg(o).

Compte tenu de 'isomorphisme canonique A% = A* ® 4o A%, le foncteur o, (IZ1.3) induit un foncteur que
I’on note encore

(12.4.2) ox : a-Alg(o) — Alg(o), P Homg nvoaca) (A%, P).

En vertu de ([3] 1.4.12), celui-ci est un adjoint & droite du foncteur o (I2Z-41]) et le morphisme d’adjonction
a o g, — id est un isomorphisme.

12.5. Soit A une o-algebre. On pose A* = «a(A) [IZZI) et on désigne par Mod(A%) la catégorie des
A®-modules unitaires de a-Mod(o). Le foncteur a : Mod(0) — a-Mod(0) étant monoidal, il induit un
foncteur

(12.5.1) as : Mod(A) — Mod(A®).

Celui-ci transforme les a-isomorphismes en des isomorphismes. Il induit une équivalence de catégories ([3]
1.4.13)

(12.5.2) a-Mod(A4) = Mod(A%).

On pose A’ = 0. (A%) (IZ42)). D’apres [[24], on a un morphisme canonique de o-algébres A : A — A’ qui
induit un isomorphisme A% = A’®. Pour tous 0®modules P et @, on a un morphisme o-linéaire canonique

(1253) Homa_Mod(o) (Oa, P) ®o Homa_Mod(o)(oo‘, Q) — Homa_Mod(o)(oo‘, P ®4a Q)
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défini par fonctorialité et composition. Par suite, le foncteur o, (IZ1.3) induit un foncteur
(12.5.4) 7/ : Mod(A%) — Mod(A").

Composant avec le foncteur induit par A : A — A’, on obtient un foncteur

(12.5.5) T« : Mlod(A%) — Mod(A4).

On désigne par 7 le foncteur

(12.5.6) 71 : Mod(A%) — Mod(A4) P — m®, 7.(P).

Le foncteur 7, (resp. 1) est un adjoint & droite (resp. gauche) de a4 ; les morphismes d’adjonction ago07, — id
et id — a4 o7 sont des isomorphismes (cf. [3] 1.4.13).

12.6. Dans la suite de cette section, % désigne un site, % la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur € et
% le topos des faisceaux d’ensembles sur €. On note 0> (resp. m%;) le préfaisceau constant sur € de valeur
o (resp. m) et o> (resp. m3) le faisceau associé. On désigne par Mod(o_) (resp. Mod(o.>)) la catégorie
abélienne tensorielle des (0_)-modules de 2 (resp. (oz)-modules de ‘g) Prenant pour o — End(o) (resp.

o — End(o%;)) 'homomorphisme canonique, on appelle catégorie des o-0 ~modules (resp. a—og—modules) et

l'on note a-Mod(o_5) (resp. a-Mod(o.>)) le quotient de Mod(o.2) (resp. Mod(o.>)) par la sous-catégorie
épaisse des modules a-nuls.

12.7. On appelle catégorie des préfaisceauxr de a-0-modules sur € et 'on note a-% la catégorie des pré-
faisceaux sur ¢ a valeurs dans la catégorie a-Mod(0), i.e., la catégorie des foncteurs de €° a valeurs dans
a-Mod(o) ([3] 1.4.16).

On dit qu'un préfaisceau de a-o-modules F' sur € est séparé (resp. un faisceau) si pour tout objet X de
% et tout crible couvrant Z de X, le morphisme canonique

(12.7.1) F(X)— lm  F(Y)
(V,u)E(%))°

est un monomorphisme (resp. isomorphisme) (cf. [3] 1.4.21 et 1.4.24). On note a-% la sous-catégorie pleine

de a-% des faisceaux de a-o-modules sur .
Le foncteur a : Mod (o) — a-Mod(o) (IZT.T]) définit un foncteur exact et monoidal

(12.7.2) a:Mod(o) — a-%.

D’apres ([3] 1.4.9(i)), celui-ci transforme les faisceaux de o-modules en des faisceaux de a-0-modules. Il induit
donc un foncteur

(12.7.3) &:Mod(o) — a-%.

Ce dernier transforme les a-isomorphismes en des isomorphismes (3] 1.4.23(iii)). Il induit une équivalence
de catégories ([3] 1.4.35)

(12.7.4) a-Mod(o5) = a-% .

On munit a-% de la structure de catégorie abélienne tensorielle déduite de celle de a-Mod(o>) 2.20) via

léquivalence (TZ7.4)

En vertu de ([3] 1.4.31), le foncteur canonique d’inclusion ¢ : a-% — a-% admet un adjoint & gauche
(12.7.5) 30 — %,

dit foncteur “faisceau de a-o-modules associé”. On désigne par 7 : Mod(ocg) — Mod(o_) le foncteur ca-
nonique et par a : Mod(o) — Mod(o>) le foncteur “faisceau de o-modules associé”. On a alors des
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diagrammes commutatifs & isomorphismes pres ([3] 1.4.35, 1.4.36)

(12.7.6) Mod(o_) —> Mod(o_>) Mod(o ) —— Mod(o_2)
o-f —2—>a-%. o€ : .

12.8. Les foncteurs o, (IZ13) et oy (IZT4) (pour les o-modules) induisent des foncteurs que l'on note
respectivement

(12.8.1) 0« :a-¢ — Mod(o),

(12.8.2) G1:a¢ — Mod(o).

En vertu de ([3] 1.4.9(i)), 0. transforme les faisceaux de a-o-modules en des faisceaux de o-modules. Il définit
donc un foncteur

(12.8.3) 5. 1 a-¢ — Mod(o2).

On désigne par o le foncteur

(12.8.4) & :0-¢ = Mod(oz) M m @7 (M).

On notera que o1 s’identifie au composé du foncteur o1 (IZ8.2) et du foncteur “faisceau associé” a. D’apres
22 le foncteur 7, (resp. o1) est un adjoint & droite (resp. gauche) de & (cf. [3] 1.4.19); les morphismes

d’adjonction @ o g, — id et id — & o gy sont des isomorphismes. Le foncteur 7. est un adjoint & droite de &
et le morphisme d’adjonction & o o, — id est un isomorphisme ([3] 1.4.35).

Lemme 12.9. (i) Le foncteur oy (IZ8A) est un adjoint d gauche de a (I2Z773).
(ii) Le morphisme d’adjonction id — & oo est un isomorphisme.

Preuve. Soient M un faisceau de a-o-modules sur ¢’ et N un o-module. On a 6i(M) = a(c1(c(M))).
(i) Par adjonction et (I2Z77.6), on a des isomorphismes

Hom, (a(a1(«(M))), V)

1R

Homu%\(a! (L(M))7 Z(N))
~ Homa_%;(L(M), a(i(N)))
Homa_%(M, a(N)).

(ii) Le morphisme d’adjonction ¢(M) — &(ai(¢(M))) est un isomorphisme. Compte tenu de (IZ77.6), on a
des isomorphismes

(12.9.1) M = 3(@(6(«(M)))) ~ a6 (M)).

1

12.10. La donnée d'un monoide commutatif unitaire de a-% est équivalente & la donnée d’un préfaisceau
sur % a valeur dans a-Alg(o) (I2Z41)) dont le préfaisceau de a-o-module sous-jacent est un faisceau (cf. [3]
1.4.40). On note Alg(a-%) la catégorie des monoides commutatifs unitaires de a-%.

De méme, la donnée d’un monoide commutatif unitaire de Mod(o_) est équivalente a la donnée d’une

(0.7)-algebre de €. On note Alg(0.>) la catégorie des monoides commutatifs unitaires de Mod(o.).
Le foncteur o (IZ7.3)) étant monoidal, il induit un foncteur que I’on note encore

(12.10.1) a: Alg(oz) — Alg(a-7).
Compte tenu de IZ4] le foncteur o, ([2Z83)) induit un foncteur que 'on note encore
(12.10.2) 5. : Alg(a-%) — Alg(o).

D’aprés ([3] 1.4.40), 7. est un adjoint & droite de &; le morphisme d’adjonction & o 7, — id est un isomor-
phisme et le morphisme d’adjonction id — &, o & induit un isomorphisme & — & o 7 © a.
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12.11. Dans la suite de cette section, on fixe une ocgalgébre Ade%.On désigne par Mod(A) la catégorie

abélienne tensorielle des A-modules de €. Prenant pour ¢ : 0 — 1"(%?7 A) 'homomorphisme canonique, on
appelle catégorie des a-A-modules et 'on note a-Mod(A) le quotient de la catégorie abélienne Mod(A) par
la sous-catégorie épaisse des A-modules a-nuls. B

On pose A* = a(A) (IZI0I) et on désigne par Mod(A®) la catégorie des A*-modules unitaires de a-%.
La donnée d’une structure de A%-module unitaire sur un faisceau de a-o-modules M sur € est équivalente
a la donnée pour tout X € Ob(%) d’une structure de a(A(X))-module unitaire sur M (X) dans le sens de
telle que pour tout morphisme X — Y de %, le morphisme M (Y) — M (X) soit linéaire relativement
au morphisme de o*-algebres a(A(Y)) — a(A(X)), ot « : Alg(o) — a-Alg(o) est le foncteur (I24T]) (cf.

[3] 1.4.41).
Le foncteur o (IZ73)) étant monoidal, il définit un foncteur
(12.11.1) a4 : Mod(A) - Mod(A%).

Celui-ci transforme les a-isomorphismes en des isomorphismes (cf. [3] 1.4.23(iii)). Il induit une équivalence
de catégories ([3] 1.4.41)

(12.11.2) a-Mod(4) = Mod(A®).
Dans la suite de cette section, pour tout A-module M, on pose abusivement M* = a4 (M).

12.12. On pose A" = 7. (A%) (I2I02). D’apres [2.10, on a un homomorphisme canonique de o -algebres

A:A— A’ qui induit un isomorphisme a(A) = a(A’). Compte tenu de T2.5} le foncteur &, (IZ83) induit
un foncteur (cf. [3] 1.4.41)

(12.12.1) 7. : Mod(A%) — Mod(A").

Composant avec le foncteur induit par A, on obtient un foncteur

(12.12.2) T« : Mod(A%) — Mod(A4).

On désigne par 71 le foncteur

(12.12.3) 71 : Mod(A%) — Mod(A4), M — m%;@a%ﬁ(M).

Pour tous A%-modules M et N, on pose

(12.12.4) Hom e (M, N) = Hompgoq(ae) (M, N),

qui est naturellement muni d’une structure de F(‘g, A)-module, en particulier, d’une structure de o-module.

12.13. Soit A — B un morphisme de o_s-algébres. On note B* = &(B) (IZI0.]) et on désigne par Mod(B“)

la catégorie des B®-modules de a-%. On a des diagrammes commutatifs

(12.13.1) Mod(B*) —2> Mod(B) Mod(B*) —2> Mod(B)
Mod(4%) — > Mod(4),  Mod(A%) —2= Mod(A),

ol les fleches verticales sont des foncteurs d’oubli et Tp.«, 71, Tax €t T4 désignent les foncteurs (TZI12.2) et
[I2123) relatifs & B et A respectivement. On peut donc omettre les indices B et A dans les notations de
TBx, TBI; TAx €b Tl
Lemme 12.14 ([3] 1.4.23). (i) Pour qu’un morphisme de A-modules f : M — N soit un a-isomorphisme,
il faut et il suffit que le morphisme mcg®0~M — mcg®0~N induit par f soit un isomorphisme.
€ €
(if) Pour tous A-modules M et N, on a un isomorphisme o-linéaire canonique

(12.14.1) Hom go (M, N%) 1>H0m,4(m(g®o%~M,N).
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Proposition 12.15. (i) Le foncteur 7., (IZI122) est un adjoint d droite du foncteur a s ([2ZI1T).
(ii) Le morphisme d’adjonction ag o T, — id est un isomorphisme.
(iii) Le foncteur 71 (IZI23) est un adjoint d gauche du foncteur cy.
(iv) Le morphisme d’adjonction id — &4 o Ty est un isomorphisme.

Preuve. Les assertions (i) et (ii) sont démontrées dans ([3] 1.4.41).
(iif) Soient M un A-module et N un A% module. D’apres (ii) et (I2ZI41]), on a des isomorphismes

Homuo (N, M%) = Homue (7 (N))®, M)

— HOmA(m%*@oN?*(N),M)
<

~

—  Homyu (7(N), M).

(iv) On notera que, pour tout A%*-module M, le a-o-module sous-jacent a (71(M))* s’identifie canonique-
ment & a(o1(M)). L’assertion résulte du fait que le morphisme d’adjonction id — & o ay est un isomorphisme

(cf. TZM(ii)).

Corollaire 12.16. (i) Les foncteurs aa, 71 sont exacts et le foncteur T, est exact d gauche.

(ii) Les foncteurs a s et Ty transforment les objets injectifs en des objets injectifs. En particulier, Mlod(A®%)
a suffisamment d’injectifs.

(iii) Le morphisme d’adjonction id — Tooda (resp. o — id) induit un isomorphisme & —» A 0Tx00A
(resp. a0 T 0QA — Gia).

Preuve. (i) Compte tenu de M[ZTIH, a4 est exact et 7. (resp. 71) est exact a gauche (resp. droit). Le

o-module m > étant plat ([6] V 1.7.1), 'exactitude de 7| s’ensuit compte tenu ([ZIZ3).

(ii) Le foncteur a4 (resp. 7«) est un adjoint a droite d’un foncteur exact, d’ou 'assertion ([6] V 0.2).
(iii) En effet, le morphisme composé

aA —>aAO7A:* O&A —>6ZA,
ou les fleches sont déduites des morphismes d’adjonction, s’identifie au morphisme identique. L’assertion
pour 7, s’ensuit compte tenu de [ZTI0ii). La démonstration de l’assertion pour 71 est similaire.

Remarque 12.17. Le foncteur a4 ne transforme pas les objets projectifs en des objets projectifs. En effet,
considérons le topos ponctuel et prenons pour A 'anneau o. En vertu de (IZTH]), pour tout o-module M,
on a un isomorphisme canonique

Hom,a (0%, M) = Hom,(m, M).
Compte tenu de B3] 0* n’est pas projectif dans la catégorie a-Mod (o).

12.18. On désigne par D(Mod(A)) (resp. D(Mod(A®))) la catégorie dérivée de Mod(A) (resp. Mod(A%)).
Les foncteurs exacts aq et 77 induisent des foncteurs exacts entre catégories dérivées

(12.18.1) F:D(Mod(A)) - D(Mod(A%)),  G:D(Mod(A%)) — D(Mod(A)).
Proposition 12.19. Le foncteur G est un adjoint d gauche du foncteur F.

Preuve. D’apres ([28] 1.1.12), on a des identités triangulaires

~ oA ~ ~~ ~ T*N -

(12.19.1) ap —= QATIOA T ——= TiQAT
id~\ ﬂg;‘*a ide \H]&*;

o A e v

QA Tl

ou 7 et € désignent les transformations naturelles d’adjonction. Comme a4 et 71 sont exacts, on en déduit des
identités triangulaires similaires pour la paire (G, F'). La proposition s’ensuit compte tenu de ([28] 1.1.14).



TRANSPORT PARALLELE ET CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE 65

12.20. Rappelons que la catégorie abélienne Mod(A?%) a suffisamment d’injectifs (IZI6(ii)) et reprenons
les définitions de 241 pour cette catégorie. Pour tous A*-modules M, N et tout entier i > 0, on pose
Extla (M, N) = Extyroq(a0) (M, N) qui est muni d’une structure de o-module.

D’aprés (Z3.0) et [2I9 pour tout A®-module M, tout A-module N et tout entier ¢ > 0, on a un
isomorphisme canonique

(12.20.1) Ext’y (7 (M), N) = ExtYya (M, N®).
Soient M et N deux A-modules. Le foncteur exact &4 induit un morphisme canonique (Z3.2)
(12.20.2) Ext’y (M, N) — Ext’ya (M*, N?).

Composant avec I'isomorphisme Exty (M, N*) = Ext’ (7(M®), N), on obtient un morphisme canonique
(12.20.3) Ext’ (M, N) — ExtYy (7 (M®*), N).

On notera que celui-ci est induit par le morphisme d’adjonction G o F' — id. En particulier, il s’identifie au
morphisme canonique induit par la fleche d’adjonction 77(M*) — M.

Lemme 12.21. Soient M et N deuz A-modules de €. Le morphisme canonique [(IZ20.2) est un «-
isomorphisme de o-modules.

Preuve. 1l suffit de démontrer que le morphisme (I2Z20.3)) est un a-isomorphisme. En vertu de [[TZT6(iii), le
morphisme canonique f : 7i(M*) — M est un a-isomorphisme de Mod(A). D’aprés 2.19 pour tout v € m,
il existe un morphisme A-linéaire g, : M — 71(M?) tel que g o f = y?idy et fo gy =2 id ey On en
déduit que le noyau et le conoyau de (IZ20.3) sont annulés par 72, d’ou le lemme.

Corollaire 12.22. Le foncteur as (I2ZIL1) induit une équivalence de catégories
(12.22.1) MOdQ(A) l> MOdQ(AQ),

ot la source (resp. le but) désigne la catégorie des A-modules (resp. A“-modules) a isogénie prés.

Preuve. Par définition, le foncteur est essentiellement surjectif. La pleine fidélité résulte de [2Z.21}

12.23. Soient M un A%module et N un A-module. En vertu de[[2ZT5|(iv), on a des isomorphismes canoniques
et fonctoriels de A*-modules

(12.23.1) (I(M @ 40 N*)* = M @ a0 N*, (R(M))* @40 N* = M @40 N©.
On en déduit par [2T4(ii) et [2T5(iii) un isomorphisme canonique et fonctoriel de A-modules
(12.23.2) mcg®0%ﬁ(M ®aa NY) = m(év@a%ﬁ(M) ®@a N
Compte tenu de I'isomorphisme m ®, m ~ m et de la définition de 7, celui-ci s’identifie & I’isomorphisme
(12.23.3) (M ® 40 N*) = 7(M) @4 N
Proposition 12.24. Soit n un entier > 1 et supposons que p™A = 0. Soit M un A-module plat sur o, ([6]
V 1.7).
(i) Pour tout 0,-module P et tout entier i > 0, on a un isomorphisme canonique
(12.24.1) Ext! (m/p"m, P) =5 Ext}(m, P).

(ii) Le foncteur Homa (M, —) : Mod(A) — Mod(o,,) transforme les objets injectifs en objets injectifs.
(iii) Soient Ny et No deux A-modules. On a un isomorphisme canonique et fonctoriel

(12.24.2) Hom(mz®o ~ N1, N2) =5 Hom, (m, Hom 4 (N7, No)).
€
(iv) Pour tout A-module N, on a une suite spectrale

(12.24.3) By’ = Ext}(m, Ext/, (M, N)) = E™ = Ext'7 (m~®, - M, N).
€
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Preuve. (i) Le foncteur Hom,(—, P) : Mod(o) — Mod(o) s’identifie au foncteur composé

(12.24.4) Mod(0) —22°% Mod(o,) ~2*= =), Mod(o).
Comme — ®, 0, envoie les objets projectifs sur des objets projectifs, on en déduit une suite spectrale
(12.24.5) Ext}, (Tor?(m,o,), P) = Ext,"/(m, P).
L’assertion résulte alors de la platitude de m.

(ii) Posons o~ = 0/p"o Soient P un o,-module et P> le faisceau associé au préfaisceau constant de
valeur P sur €. Pour tout A-module N, par adjonction ([6] IV 13.4.1), on a un isomorphisme canonique
(12.24.6) Homogyn (P N) = Hom,, (P,T(%,N)).

Soit I un A-module injectif de %. Pour tout 0p,-module P, on en déduit un isomorphisme canonique
(12.24.7) Hom(,%n (P Aoma(M, 1)) = Hom,, (P, Hom (M, I))

Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique ([6] IV 12.14)

(12.24.8) Hom (P @~ M.1) =5 Hom, (P Aoma(M.1)).

L’injectivité de Hom 4 (M, I) résulte de celle de I et de la platitude de M.

(iii) En vertu de ([6] IV 12.14), on a un isomorphisme canonique et fonctoriel
(12.24.9) Hom 4 (m%;@)g(g Ni, N2) = Homag(m%;, Homa(Nyi, Na)).
Par adjonction ([6] IV 13.4.1), on a un isomorphisme canonique et fonctoriel
(12.24.10) Hom, (m  #om (N1, N2)) = Homg(m, Homa (N1, Np)).

€

(iv) D’apres (iii), le foncteur
(12.24.11) HomA(mC[;;®0%~M, —) : Mod(A4) — Mod(oy,),
s’identifie au foncteur composé

Homa (M,—) Hom,,, (m/p"m,—)
B ———

(12.24.12) Mod(A4) Mod(oy,) Mod(o,,).
Comme Hom 4 (M, —) envoie les objets injectifs sur des objets injectifs, on en déduit une suite spectrale
(12.24.13) Ext} (m/p"m,Ext/,(M,N)) = Ext’ (m ~®, . M, N).

© €

La suite spectrale (I2Z224.3)) s’ensuit compte tenu de (i).

12.25. Soit ¢ : (¢', A') — (¥, A) un morphisme de topos annelés. On note a-¢” la catégorie des faisceaux
de a-o-modules de " ([@270) et on pose A'* = a(A’) (IZI0T). On désigne par Mod(A'*) la catégorie des
A’-modules de a-%". En vertu de [[2T4(i), le foncteur ¢* : Mod(A) — Mod(A’) envoie les a-isomorphismes
sur des a-isomorphismes. Il induit donc un foncteur

(12.25.1) ¥ : Mod(A®%) — Mod(A'*)

qui s’insére dans un diagramme commutatif

(12.25.2) Mod(A) —7 > Mod(A4')

- o

Mod(A*) —Y~ Mod(A").
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Compte tenu de TZT5(iv), pour tout A*-module M, on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

~

(12.25.3) V(M) = (o™ (Tar(M))).
Le morphisme adjoint de cet isomorphisme
(12.25.4) Tan(W(M)) — ¢*(Tar(M))

est un a-isomorphisme en vertu de MZTH[(iii). C’est méme un isomorphisme en vertu de [ZI4(ii) et de
I'isomorphisme m ®, m ~ m.

12.26. Conservons les notations de et supposons que le morphisme ¢ soit plat, i.e. que le foncteur
©* : Mod(A) — Mod(A4') soit exact ([6] V 1.8). D’apres ([24] IT1.1 Corollaire 3), le foncteur ¢ (TZ25.1)) est
exact. En vertu de (I225.2) et (I2Z254)), pour tout A%*-module M, tout A-module N et tout entier ¢ > 0,
les isomorphismes (IZ20.1]) induisent un diagramme commutatif

(12.26.1) Ext'ya (M, N®) Ext’ya (¥(M), h(N®))

U i

Ext’y (Fa1(M), N) ——= Ext'y, (Fan (1 (M), ¢*(N)),

ou les fleches horizontals sont les morphismes canoniques induits par les foncteurs exacts ¢* et ¢ ([23.2)).

12.27. Conservons les notations et hypotheses de et supposons de plus que p"A = 0. Soient M un
A-module qui est plat sur 0, et N un A-module. Comme ¢* est exact, le A’-module ¢*(M) est encore
plat sur 0,,. On désigne par E (resp. E) la suite spectrale (IZ24.3) associée aux A-modules M et N (resp.
A’-modules ¢*(M) et ¢*(N)). Le foncteur exact ¢* induit un morphisme de suites spectrales (cf. [5.0])

(12.27.1) u=(u,u"):E—FE

dont les morphismes

(12.27.2) uy? : Extl(m, Ext/ (M, N)) — Ext! (m, Ext’,, (¢* (M), *(N)))
(12.27.3) u Ext’}x(mcg@)a%M, N) — Ext}, (mz, Do~ ©* (M), " (N))

s’identifient aux morphismes canoniques induits par ¢* ([2.3.2)). Compte tenu de I'isomorphisme canonique
m= Qo M ~ TI(M®) et (I2:26.0]), le morphisme u™ s’identifie au morphisme canonique induit par 1 :
€

(12.27.4) Ext’ (M, N®) = Extyu ((M*), (N*)).

Définition 12.28 ([3] 1.5.3). Soient M un A-module de % et v € m.

(i) On dit que M est de type y-fini s’il existe un raffinement (U;);e; de 'objet final de % tel que, pour
tout @ € I, il existe un (A|U;)-module libre de type fini N; et un morphisme (A|U;)-linéaire

(12.28.1) N; — M|U;

dont le conoyau est annulé par ~.
(ii) On dit que M est de type a-fini s’il est de type ~-fini pour tout v € m.

Définition 12.29. (i) On dit qu'un A-module M est plat (resp. a-plat) si, pour tout morphisme injectif de
A-modules f: Ny — Na, le noyau de idys @ f : M ® 4 N = M ®4 N3 est nul (resp. a-nul).

(ii) On dit qu’un A%-module M est plat si, pour tout morphisme injectif de A%-modules f: N3 — Na, le
noyau de idy; ®f : M ® g4« N1 =& M ® g« N3 est nul.

Lemme 12.30. (i) Pour qu’un A-module M soit a-plat, il faut et il suffit que M< soit un A“-module plat.
(ii) Pour qu’un A*-module N soit plat, il faut et il suffit que TI(N) soit un A-module plat.
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Preuve. (i) Supposons que M soit un A-module a-plat et soit f : N3 — Na une injection de A%-modules.
D’apreés [ZT6(i), f induit une injection de A-modules 71(N1) — 71(N2). On en déduit que le noyau de
idy @n(f) : M ®an(N1) = M ®4 11(N2) est a-nul. Comme le foncteur a4 est exact et commute avec les
produits tensoriels, le morphisme idpje @f : M* @ g4 N1 — M ® 4o N5 est une injection ; d’ou la platitude
de M<.

D’autre part, supposons que M soit un A%-module plat et soit f : Ny — Ny une injection de A-modules.
Posons N = Ker(M ® 4 Ny = M ® 4 N3). Comme le foncteur a4 est exact et M* est plat, on a une injection
de A%-modules M* @ 4o NY¥ = M“ ® g0 N§'. On en déduit que N* = 0; d’ou 'assertion cherchée.

(ii) La suffisance de la condition résulte de (i) et de I'isomorphisme N = (7(N))® ([ZI5(iv)).

Supposons que N soit un A%module plat. En vertu de (i) et de I'isomorphisme N — (7, (N))® [[ZI5(ii)),
T«(N) est a-plat. Soit f : Ny — N3 un morphisme injectif de A-modules. Posons L = Ker(7,.(N) @ g4« N1 —
T«(N)® 4o No) qui est a-nul. Compte tenu de la platitude de m_sur o ona m%;@a(gL =Ker(Ti(N)®4a N1 —
TI(N) ® 40 N3). Ce dernier est nul; d’ou la platitude de 71(N).

Lemme 12.31. Conservons les notations de [[2.25.
(i) Pour tout A-module plat M, o*(M) est un A’-module plat.
(ii) Pour tout A*-module plat N, 1¥(N) est un A'*-module plat.

Preuve. L’assertion (i) est démontrée dans ([6] V 1.7.1). D’apres [2Z30(ii), le A-module 71(N) est plat.
En vertu de (i), le A’-module ¢*(7a1(N)) ~ 7an(¢»(N)) (IZ254)) est plat. La A%-platitude de )(N) s’ensuit
compte tenu de [2:30(ii).

12.32. On note €° le topos des systémes projectifs d’objets de ¢ (ZII). On pose 00 = (05)n>1 (resp.
me = (mc(;;)nzl) qui est isomorphe au faisceau associé au préfaisceau constant de valeur o (resp. m) de
N Soit A = (An)n>1 une o, -algebre. On note Mod(A) la catégorie des A-modules de 2

Proposition 12.33. (i) Soit M un A-module de €. On a un isomorphisme canonique fonctoriel (IZIZZ)

(12.33.1) 7 (M®) 25 Hom, (m - M).
€
(i) Soit M = (M, )n>1 un A-module de EN°. On a un isomorphisme canonique fonctoriel

(12.33.2) Homo (M0, M) 2= (Home (m 5 Mp))n>1
&N° 7 >

Preuve. Soient U un objet de % et Ju : (KN/U — € le morphisme de localisation de %€ enU.

(i) On a un isomorphisme canonique fonctoriel M (U) = I‘(‘KN/U, jir(M)). Comme @ et 7, transforment
les faisceaux en des faisceaux, d’aprés (I2.1.0]), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(12.33.3) T« (M*)(U) ~ Hom, (m, M (U)).
Par adjonction ([6] IV 13.4.1), on a un isomorphisme canonique fonctoriel
(12.33.4) Hom, (m, D()u, ji;(M))) ~ Hom, -y, (jiy (m 2). i (M).

L’assertion s’ensuit. o

(ii) Soit n un entier > 1. On désigne par ay, : € — %N’ le morphisme de topos canonique défini pour tout
faisceau F' = (F),)p>1 de &N par o (F) = F, ([4] (I11.7.1.2)). Le foncteur o admet un adjoint & droit v,
(cf. [4] (T111.7.1.5)). On en déduit des isomorphismes :

(12.33.5) afl(%omucgw (Mo, M))(U) =~ t%”omogNo (M0, M) (an(U))
(12'33'6) = HOIH(,%,)VNO v (U) (mc,;;NO |Ocn!(U)7 Mlan!(U))'
On note [n] le sous-ensemble ordonné {1,2...,n} de N. On munit <5~/U x [n] de la topologie totale relative

au site fibré constant (KN/U x [n] — [n] de fibre € ([] VL.7.1) et on désigne par ((KN/U)["]O le topos des faisceaux
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d’ensembles sur %”N/U x [n] (cf. [] 1I1.7.1). Le foncteur d’injection canonique %N/U X [n] — %”N/U x N induit un
morphisme topos (4] I11.7.8)

(12.33.7) on (G0 = (G0)Y.

On note jy,y) : ((gNO)/an!(U) — %" le morphisme de localisation de € en oy (U). D’apres ([4] 111.7.9),
on a une équivalence canonique de topos

(12.33.8) he (G = () janw)

telle que jy,n) o h soit le composé

(12.33.9) (Gp)M° 2 (G) Ly

On en déduit un isomorphisme canonique fonctoriel

(12.33.10) Hom, — 1) (Mo Lo ) Mo @) — Hom, (Mg e (G0 (Mi))1izn)-

(%/U)[n]o

D’aprés (J4] VI.7.13), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(12.33.11) Homo(%w[n]o (Mg yme s G0 (Mi))igizn) = Homa%U (mz o (Mn)).
Compte tenu de (IZ33.6), (I23310) et (123311, on déduit un isomorphisme canonique fonctoriel
(12.33.12) a (Home - (M0, M)) = Hom, (> M,),

n ehe N E ¢ €

d’ot1 la proposition.

12.34. Conservons les notations de On désigne par -2 la catégorie des faisceaux de a-o-modules
de €% (IZ7). Pour tout entier n > 1, on désigne par Mod(A%) la catégorie des AS-modules de a-% et par
Mod(A?) la catégorie des A%-modules de a-¢"’. On note P(Mod(AY)) la catégorie des systémes projectifs
(My)n>1, ou M, est un Ag-module et M, 11 — M, est un morphisme A -linéaire.

Soient M = (M, )n>1 un objet de Mod(A) et f = (fn)n>1 un morphisme de Mod(A). Pour que M
soit a-nul, il faut et il suffit que, pour tout n > 1, M,, soit a-nul dans la catégorie Mod(A4,,). Par suite,
le morphisme f est un a-isomorphisme si et seulement si, pour tout entier n > 1, le morphisme f, est un
a-isomorphisme de Mod(A4,,). Par suite, le foncteur

(12.34.1) a:Mod(A) — P(Mod(AY)) (M) — (M2)
envoie les a-isomorphismes sur des isomorphismes. Il induit donc un foncteur
(12.34.2) b: Mod(A%) — P(Mod(A2)).

Les foncteurs (74, « : Mod(AS) — Mod(A,,))n>1 (12ZI22) induisent un foncteur
(12.34.3) t: P(Mod(A%)) — Mod(A) (M) — (T (My)).

On désigne par
(12.34.4) s : P(Mod(A2)) — Mod(A?)

le composé du foncteur ¢ et du foncteur canonique oy : Mod(A4) — Mod(A®). Les isomorphismes &, o
Ta,+ — id (ZI5(ii)) induisent un isomorphisme

(12.34.5) bos = id.
D’apres 1233, le foncteur composé
(12.34.6) toa:Mod(A) — Mod(A)
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s’identifie au foncteur composé 7, o & ;. En vertu de IZI0iii), le foncteur a; : Mod(A) — Mod(A®) est
isomorphe au foncteur composé

(12.34.7) Mod(A) % P(Mod(A2)) & Mod(A) 24 Mod(A®).
On en déduit un isomorphisme
(12.34.8) id = sob.

Par suite, b et s sont des équivalences de catégories, quasi-inverses I’'une de ’'autre.

13. DEFORMATIONS DES FAISCEAUX DE a-MODULES

Dans cette section, on se donne un topos 7. On considére toujours 7' comme muni de sa topologie
canonique ([6] IT 2.5), qui en fait un site.

13.1. Rappelons d’abord la théorie des déformations pour les modules sur un topos annelé suivant ([29] IV
3). Soit

(13.1.1) p:A— A

une surjection de o-algebres de T' dont le noyau I est de carré-nul. Soient My, J deux Ag-modules et
(13.1.2) M =(0—J— M — My —0)

une extension de A-modules. On a alors un diagramme commutatif

(13.1.3) IQAaM—>M—>M®s Ag—0

| l

0 J M My 0.

La fleche verticale de gauche induit un morphisme de Ag-modules

(13.1.4) w(M) : T ®a, Mo — J.

En vertu de (I313)), U(M ) est un épimorphisme si et seulement si le morphisme canonique M ® 4 Ay — M)
est un isomorphisme. La correspondance M — u(M) définit un homomorphisme (cf. [29] IV 3.1.1)

(13.1.5) u : Extly (My, J) — Homa, (I @4, Mo, J).
On a une suite exacte (cf. [29] IV 3.1.4) :

(13.1.6) 0 — Extly, (Mo, J) — Ext} (Mo, J) % Homa, (I ©4, Mo, J) 2 Ext?_ (Mo, J),
ou la premiere fleche est le morphisme défini par restriction des scalaires.

Théoréme 13.2 ([29] IV 3.1.5). Soient My, J des Ag-modules et ug : I ®4, My — J un morphisme
Ag-linéaire. Alors :
(i) I existe une obstruction

(13.2.1) d(uo) € Ext}, (Mo, J)

dont Uannulation est nécessaire et suffisante pour ’existence d’une extension de A-modules M de My par J

telle que w(M) = uo (T3LH).
(ii) Lorsque O(ug) = 0, l’ensemble des classes d’isomorphismes de telles extensions M est un torseur sous
Exty, (Mo, J).
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Lemme 13.3 ([29] IV 3.1.1). Supposons que le topos T ait suffisamment de points. Soit M = 0—=J—
M — My — 0) une extension de A-modules tel que le morphisme canonique M ® 4 Ag — My soit un

isomorphisme. Alors, pour que M soit plat sur A, il faut et il suffit que My soit plat sur Ay et que u(M)
[I3T4) soit un isomorphisme.

Preuve. Comme T a suffisamment de points, on peut se ramener au cas ou 7T est le topos ponctuel.
L’assertion résulte alors du critére de platitude ([I8] 0.10.2.1).

Remarque 13.4. La suite exacte (I3L0) peut s’établir par un calcul direct (cf. [29] IV 3.1.12). L’isomor-
phisme de Cartan

(13.4.1) RHom (Mo, J) = RHom, (Mo @4 Ao, J)
induit une suite spectrale
(13.4.2) EYY = Ext!y (T or (Mo, Ao), J) = B = Ext'}7 (Mo, J).

Comme M est un Ag-module, on a alors un isomorphisme canonique 7 orf (M, Ag) = I ®4, M. La suite
exacte des termes de bas degré de (I34.2)) fournit la suite exacte (I3.L0) (cf. [29) IV 3.1.13).

13.5. Soit ¢ : (T, A’) — (T, A) un morphisme plat de topos annelés ([6] V 1.8). On pose A, = ¢*(A4p) et
I' = p*(I). On désigne par

(13.5.1) Ef9 = Extly, (Zor) (¢" (Mo), 4), " (J)) = E™ = Ext’{ (" (Mo), " (J))

la suite spectrale (I3.42) associée aux Aj-modules ¢*(Mp) et *(.J). Le faisceau For, (M, Ag) est calculé
par une résolution plate de My. En vertu de TZ31Ni) et 'exactitude du foncteur ¢*, on a un isomorphisme
canonique

(13.5.2) (T ory (Mo, Ao)) = Tor, (" (M), Ap).

Le foncteur exact ¢* induit un morphisme de suites spectrales (cf. [[5.7])

(13.5.3) uw:E=(EY E") - E = (B} E™)

dont les morphismes

(13.5.4) uy?  Extly (Forf (Mo, Ao), J) = Extly, (Fori' (" (Mo), Ay), " (J)),
(13.5.5) u™ o Ext (Mo, J) — Ext (¢ (Mo), ¢*(J))

s’identifient aux morphismes canoniques induits par ¢* (Z3.2)). Les termes de bas degré du morphisme u
induisent un diagramme commutatif

0 —— BExtly (Mo, J) —————— BExt} (Mo, J) —————— Homa, (I ®4, Mo, J)

‘| b B

0 —— Extly, (9" (Mo), 9" (J)) — Extly (¢ (Mo), " (J)) —— Hom,, (I © 41 9" (M), " (J))

0

(13.5.6) Hom a, (I ©4, Mo, J) & Ext? (Mo, J)

.| B

! * * o' * *
Hom /(I © 1 9" (Mo), 9" (J)) ——= Ext’, (¢*(Mo), ¢*(J))-

0

Cela signifie que la théorie de la déformation est fonctorielle par rapport au morphisme plat .
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13.6. On note o-T la catégorie des a-o-modules de T' (IZ7)) et on pose A = a(Ap) et A* = a(A) ([ZI0T).
Soient My et J deux Ag-modules. D’apres[IZI5(iv), (I2Z.20.1) et (12.23.3)), on a des isomorphismes canoniques
Exty (R(Mo), 7(J) = Extia (Mo, J),

Ext}, (71(Mo), 7i(J)) = Extha (Mo, J),
Homa, (I ®4, T1(Mo), 71(J)) = Homas (I* ®ag Mo, J).
On définit des morphismes
(13.6.1) u® : Extya (Mo, J) = Homaa (I ® ag Mo, J),
(13.6.2) 9 : Homag (I ©aa Mo, J) = Exths (Mo, J),

par les morphismes u et 0 relatifs aux Ag-modules 71(Mp) et 7i(J) (I3ILE). On en déduit par (I3I0) une
suite exacte

u o 9%
(13.6.3) 0 — Extig (Mo, J) = Ext}ya (Mo, J) <= Homag (I* @ag Mo, J) — Exta (Mo, J),
ou la premiere fleche est le morphisme défini par restriction des scalaires.

Théoreme 13.7. Conservons les notations de [[3.6l Soient My, J des Af-modules et ug : I ®@as Mo — J
un morphisme Af-linéaire. Alors :
(i) I existe une obstruction

(13.7.1) 9%(uo) € Ext (Mo, J)

dont Dannulation est nécessaire et suffisante pour l’existence d’une extension de A“-modules M de My par

J telle que u*(M) = uo ([363).
(ii) Lorsque 0%(ug) = 0, lensemble des classes d’isomorphismes de telles extensions M est un torseur
sous EXt}Ag (Mo, J).

13.8. Conservons les notations de[[3.5 On note a-T" la catégorie des faisceaux de a-o-modules de T” (I2.7))
et on pose A’ = a(A’) et AP = a(Af) (I2ZI0T). Le foncteur exact ¢* : Mod(A) — Mod(A’) sétend en
un foncteur exact 1 : Mod(A%*) — Mod(A') (I2Z20). D’apres (I2.26.1)) et (I3.5.6), on a un diagramme
commutatif

0 —— Extha (Mo, J) Extha (Mo, J) v Hom g (1% ® 4, Mo, J)

: P |

0 —— Extlyya (¥(Mo), (J)) —= Extlysa (¥(Mo), () ——= Hom gy (I @ g0 (M), 9 (J))

(13.8.1) Hom 4z (1% ®.a5 Mo, J) ———— Bxt?, (Mo, J)

wl |+
Hom po (I'* ® a0 (Mo), ¥(J)) R Ext?ye (¥(Mo), (7)),

ol les fleches horizontaux sont induites par le foncteur exact 3 ([2Z32). Cela signifie que la théorie de la
déformation pour les a-modules est fonctorielle par rapport au morphisme plat .

13.9. Soit A une o-algebre (ou Oz-algebre) plate de T'. Pour tout entier n > 1, on pose A, = A/p"A et
I, = p"A/p*" A I'idéal de As,. Le morphisme de multiplication par p” induit, pour tout entier n > 1, un
isomorphisme canonique de A,-modules I,, — A,,. Pour tout entier n > 1, on pose A® = a(A,,) (ZI0J).
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Soient n un entier > 1, M,, un A,-module et N,, un A%module. L’isomorphisme I,, =+ A, induit un
isomorphisme canonique de A,,-modules (resp. A%-modules)

(13.9.1) v:l, ®a, M, = M, (resp. w: I ®aa Ny = Np).

On appelle déformation de M,, sur As, (resp. déformation de N,, sur AS,) toute extension de As,-modules
(resp. Ag,-modules)

(13.9.2) M = (0 = M,, —» My, —» M,, — 0) (resp. N = (0 = N, —» Ny, —» N, = 0))

telle que u(M) = v (resp. u®(N) = w) (Z39.T]).

13.10. Pour toute déformation 0 — M,, — Mas, — M,, — 0 de M,, sur As,, il est clair que 0 = M3 —
Mg, — MY — 0 est une déformation de MY sur AS,. D’autre part, si 0 — N,, = Na,, = N, — 0 est une

déformation de N, sur Ag , la suite exacte 0 — 71(Ny,) — T1(N2,) — T1(Np) — 0 est une déformation de

TI(Ny,) sur Ag, en vertu de [[216(i) et (I2:23.3).

Lemme 13.11. Supposons que le topos T ait suffisamment de points et soit n un entier > 1.

(i) Soit M,, un A, -module plat. Une déformation de M, sur As, est équivalente & la donnée d’un As,-
module plat Ms, et d’un épimorphisme As,-linéaire g : Ms, — M, tels que le morphisme canonique
Msy, ®a,, An — M, soit un isomorphisme.

(if) Soit Ny, un AS-module plat (I229(ii)). Une déformation de N, sur AS, est équivalente d la donnée
d’un A$, -module plat Na, et d’un épimorphisme A$, -linéaire g : Nay, — N, tels que le morphisme canonique
No, ®ag, A% — Ny, soit un isomorphisme.

Preuve. (i) Soit 0 — M,, — My, — M, — 0 une déformation de M,, sur As,. Comme v est un
isomorphisme, le morphisme Ma, ®4,, A, — M, est un isomorphisme (cf. [3.1)). D’apres 3.3, Ma, est
plat sur As,.

D’autre part, soient Ma,, un As,-module plat et g : M, — M, un morphisme tel que M2, ® 4,, An = M,,.
Par platitude de My, on en déduit un isomorphisme I,, ® 4,, Mo, — Ker(g), d’ou I'assertion.

(ii) Soit 0 = N,, = Na,, = N,, — 0 une déformation de N,, sur AS, . D’apres[[230(ii), 71(N,,) est A,-plat.
En vertu de (i) et I3I0, 71(Nay,) est Ag,-plat et on a un isomorphisme 7(Nay) ® 4,, An =~ T1(Ny,). On en
déduit par [2.15(iv) un isomorphisme Na, ®ag A =~ N,. La platitude de Na, résulte de 230(1).

D’autre part, soient No,, un AS, -module plat et g : N2, — N, un morphisme tel que Ny, ®@ag. A% = N,
Par platitude de Naj,, on en déduit un isomorphisme I;y ® a3 Naj, = Ker(g), d’ot1 I'assertion.

13.12. Dans la suite de cette section, on se donne un schéma connexe X et un point géométrique T de X.
Soit n un entier > 1. On note Xyt le topos fini étale de X et o, le faisceau constant de valeur o0, de Xget.
Le foncteur fibre en T

(13.12.1) Mod (X, 00) — Mod(0,), L Lz
induit une équivalence de catégories (ZI4.3)
(13.12.2) Mod (X, 0,) — Rep, (m1(X,T)),

ot le but désigne la catégorie des o0,-représentations de 71 (X,Z) (BI). On désigne par Mod*** (X, 0,,)
la catégorie des 0,,-modules a-plats de type a-fini de Xy (I2.28] [2.29).

Lemme 13.13. (i) Pour qu’un o0,-module L. de Xt soit a-plat de type a-fini, il faut et il suffit que sa fibre

Lz (I3IZ1) soit un o,-module a-plat de type a-fini.
(i) Le foncteur (I3I22) induit une équivalence de catégories ([B.23))

(13.13.1) Mod®P" (X4, 0,) = Rep2P™ (1, (X, T))

On
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Preuve. (i) Comme le foncteur (I31270)) est conservatif, la a-platitude d’un o,-module de X4 est équi-
valente a la a-platitude de sa fibre en T.

Si L est de type a-fini, sa fibre Lz est évidement de type a-fini. Supposons que Lz soit de type a-
fini et montrons que L est de type a-fini. Pour tout v € m, il existe un o,-module libre de type fini M
et un morphisme o0,-linéaire ©v : M — Lz dont le noyau est annulé par 7. Soit e, -+, e, une base de
M. L’assertion recherchée étant locale pour Xgs, quitte a remplacer X par un revétement étale, on peut
supposer que 71 (X, T) fixe les éléments u(e1), -+ ,u(e,,) de Lz. Munissant M de I'unique o0,-représentation
de m1 (X, 7) telle que ey, - - - , e, soient fixes, 'homomorphisme u est alors 1 (X, Z)-équivariant. Par suite, L
est un 0,-module de type a-fini de Xgs¢.

(ii) Cela résulte de (i).
13.14. On désigne par a-Xg la catégorie des a-o-modules de Xyt (I27). Soit n un entier > 1. On pose
0 = a(o0,) (IZIOT) et on désigne par Mod (X, 0%) la catégorie des 0%-modules de a-Xg (IZI1)). On a
un foncteur canonique (IZ77.3))

(13.14.1) o MOd(Xfét, On) — MOd(Xfét, 02).
On désigne par Modptf(Xfét, 0%) I'image essentielle de la catégorie Modaptf(Xfét, 0,) dans Mod(Xzs4, 02).

Lemme 13.15. Soit £ un objet de ModP" (X, 0%).
(i) Le 0%-module £ est plat (12.29).
(ii) Toute déformation de £ sur 0%, (I3II(ii)) est un objet de ModP™ (X, 03,,).

Preuve. (i) Cela résulte de [2.30(i).

(ii) Soit I un o,-module a-plat de type a-fini de Xje tel que LY ~ £. On en déduit par adjonction
(I2I15(iii)) un a-isomorphisme 71(.Z) — L; d’ou la a-finitude de 71(.Z). D’apres [[230(ii), T1(-Z) est op,-plat.
Soit £’ une déformation de .Z sur 0g,,. En vertu de et [3II1i), 71(-Z’) est une déformation de 71(.¥)
sur 09, et est donc 09,-plat. Par ailleurs, on a une suite exacte de 0s,-modules

(13.15.1) 0= 7(L)z = 1(L)z = 7(L)z 0.

On en déduit par B2 et I3I3(i) la a-finitude de 71(Z”). Par suite, 71(£") appartient & Mod®™ (X4, 02,,).
L’assertion résulte alors de I'isomorphisme .’ = (7,(£"))* [ZI5(iv)).

13.16. On note Xg: le topos des systémes projectifs d’objets de Xyt (ZII) et 6 'anneau (0y,)n>1 de X}X.
On désigne par Mod®P" (XK, 6) la sous-catégorie pleine de Mod (XY, ,8) formée des 6-modules (Ly,)p>1
tels que, pour tout entier n > 1, L, soit un objet de Mod®" (X, 0,) et que le morphisme canonique
Lnt1 ®a,yy 0n — Ly soit un a-isomorphisme. Compte tenu de B23] les foncteurs (I3I3.) induisent une
équivalence de catégories

(13.16.1) Mod“*" (X}, 8) = Repl™ (m (X, 7).
On désigne par P(Mod(Xje, 09)) la catégorie des systémes projectifs (£, )n>1, ol %, est un o%-module
de o- Xt et L1 — £, est un morphisme of, ;-linéaire (I234). Rappelons que le foncteur canonique

(13.16.2) Mod(XE,,8) = P(Mod (X, 08))  (Lp)ns1 = (LE)ps1,
induit une équivalence de catégories (IZ.34.2))
(13.16.3) Mod(XE, ,5%) = P(Mod (X, 0%)),

On désigne par P(Mod®P" (X, 02)) la sous-catégorie pleine de P(Mod(Xs, 02)) formée des systemes
projectifs (.Z,)n>1 tels que, pour tout entier n > 1, %, soit un objet de ModP" (X, 0%) (I3I4) et que
le morphisme canonique %, 1 Qo , 0% = &, soit un isomorphisme. On note P(Modptf(Xfét, 09))o la
catégorie des objets de P(ModP" (X4, 0&)) & isogénie prés. On désigne par LLY(XE | 0) (resp. LL(g(Xg: ,0))

la catégorie des o-modules localement libres de type fini de Xg: (resp. 0-modules localement libres de type
fini de X}, & isogénie preés).
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Lemme 13.17. La catégorie P(Mod®™ (X, 08)) est limage essentielle de la catégorie Mod®P™ (XE, | 6)
par le foncteur (I316.2).

Preuve. Tl est clair que 'image essentielle de Mod " (X[, | 8) est contenu dans P(Mod“P* (X, 02)). Soit
L = (Z,)n>1 un objet de P(Mod " (X4, 09)). En vertu de la preuve de[3I5(ii), 71(-%Z,,) est a-plat de type
a-fini. L’isomorphisme canonique %, 11 ®oa, 0 = %, induit un isomorphisme 7, (L) n41®0,,.10n =T (L)
(I[2:233). L’assertion résulte alors de I'isomorphisme (£,)n>1 — (71(£0))%)n>1 (ZIH(iv)).

Lemme 13.18. Le foncteur canonique
(13.18.1) LLY(XY,,5) - Mod*P* (X}, 3)
induit une équivalence de catégories

(13.18.2) LLG(XE;,0) = P(Mod™ (X, 02))g-

Preuve. D’apres B.20] B217, (329.4) et (I3I6.0), le foncteur (I3I8I]), qui correspond au foncteur ca-

nonique Replf(m(X,7)) — Repo‘pt (m1(X,T)), induit une équivalence de catégories LLQ(XEZ,V) =

Modo‘p“ (Xg:, 0), ou le but désigne la catégorie des objets de Modo‘ptf(Xfet, 0) & isogénie pres. L'équi-
Valence de catégories Modaptf(Xg:, 8) ~ P(ModP" (X, 09))g résulte de T2.22 et I317

14. DEFORMATIONS DES REPRESENTATIONS ET DEFORMATIONS DES o-MODULES DE FALTINGS

14.1. Soient X un S-schéma propre a réduction semi-stable de fibre générique géométrique connexe, n un
entier > 1. On note (E, 2) (resp. (Es, A,)) le topos annelé de Faltings (resp. la fibre spéciale du topos annelé
de Faltings) associé au S-schéma X ([EIII) On désigne par o- X7 s, (resp. a- E,) la catégorie des a-o-modules
de X7 gt (resp. E,) (IZ7). On pose 0% = a(o,,), B, = a(% ) (IZI0T) et on désigne par Mod (X7 fet, 077)
la catégorie des of-modules de a—Xﬁyfét, et par Mod(Z.,) la catégorie des A, -modules de a-E, (IZII).

Comme %, est plat sur o, ([4] I11.9.2), le foncteur 3 : Mod (X7 tet, 0n) — Mod(%,,) (TI3.1) est exact
et il induit un foncteur exact (IZ26) que lon note

(14.1.1) by, : Mod(X7 s, 05) — Mod(%’ ).
Pour tout entier ¢ > 0 et tous o%-modules ., £ de X7 s, celui-ci induit un morphisme canonique (232
(14.1.2) Extg. (£, £") — Extf@z (b (L), 0, (L")).

Proposition 14.2. Soient L et " deux o,,-modules localement libres de type fini de Xz s¢. Posons &£ = L
et L' =1'*. Alors le morphisme (IZT12) est un isomorphisme sii = 0,1 et est un monomorphisme sii = 2.

Preuve. Le foncteur exact 87 induit, pour tout entier ¢ > 0, un morphisme canonique (Z3.2)

(14.2.1) Ext, (L, L) — Ext (85 (L), 65 (L)

n

Comme L est un o0,-module localement libre de type fini de Xy, on a un isomorphisme canonique

(14.2.2) B (A om,, (L, L)) = Homz (BL(L), B (L)).
D’apres (2.9.00) et (I4.2.2), le morphisme (IZ21]) s’identifie au morphisme canonique induit par 5
(14.2.3) H (X o1, #0ome, (L, ")) = H'(Eq, 85 (A om,, (L, 1))).
On notera que J#om,,, (L, L") est un 0,,-module localement libre de type fini de X7 t¢¢. Le morphisme (I4.2.3)
est donc un a-isomorphisme pour ¢ = 0,1, et est un a-monomorphisme pour ¢ = 2 en vertu de Par
suite, il en est de méme de ([Z27)).

Comme L est localement libre de type fini, on a deux suites spectrales (cf. [2.27)

(14.2.4) By’ = Ext)(m,Ext] (L,L')) = EV =Ext}}/(Z,.2)
(14.2.5) ES7 = Exty(m,ExtL (8;(L),85(L) = E™7 =ExtZ (0,(2L), ba(L"))

n n

n
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et les foncteurs exacts 3 et b, induisent un morphisme de suites spectrales

(14.2.6) u=(u?,um):E—E.
D’apres B2((iii)- (iv), le morphisme canonique induit par ([4.2.1])
(14.2.7) ul? Bt (m, Ext], (L, 1)) — Bt (m, ExtL (33(L), 35(L),

est un isomorphisme si j = 0,1 et est un monomorphisme si ¢ = 0 et j = 2. D’apres 2.6, le morphisme
canonique u" (I4.12) est un isomorphisme si m = 0, 1; et est un monomorphisme si m = 2.

Proposition 14.3. Soient m un entier > 1 et %, un objet de Mod”"™ (X5 11, 0%,) (IBI4) tels que le
morphisme (ILIL2l) induit par by,

(14.3.1) Extyo (L, Ln) — Extf@fn (b (L), b (L))

soit un isomorphisme pour i = 0,1 et soit un monomorphisme pour i = 2. Supposons qu’il existe une

déformation M de by, (L) sur By, (Z3(ii), I3). Alors :
(i) Il existe une déformation Loy, de L sur 0%, telle que boy (Lom) soit isomorphe & M en tant que
déformation.

(ii) Le morphisme (IZI2) induit par bap,
(14.3.2) Extoe (Lom, Lom) = Extf@; (b2 (Lom), bam (Lom))

m

est un isomorphisme pour i = 0,1 et est un monomorphisme pour i = 2.

Preuve. (i) On pose I = p™o/p*™o et I' = p™ % /p*"%A. En vertu de I3.8, le foncteur by, induit un
diagramme commutatif

(14.3.3) 0 ——— Extyo (L, L) Extos (Lin, %)

bml lbm

0—— Extlgjn (b (L) b (L)) —— Ext%;m (b (L), b (L))

U1

01

Extos (Lm, L) Homea (I ®oa Loy Lom) ExtZ (L, L)

b2m l l b7n l b7n

Bxtle (b (L), bn(Zin)) — Homge (I' G50 by (L), bin(Zon)) —= BxctZe (b (Ln), b (L)

m

ou la premiére (resp. seconde) ligne est la suite exacte (I3.6.3)) associée aux o0%,-modules %, et %, (resp.
B, -modules by, (L) et by (ZLm)). Notons wy (resp. wy) lisomorphisme ([Z01) associé au 0% -module plat
L de X5 gse (vesp. 2, -module plat by, (Z)). On a alors by, (w) = wo.

Comme il existe une déformation M de by, (%) sur By,,, Oy(ws) est nul d’apres I377(1). La dernicre
fleche verticale de (I£3.3) est injective. Par suite 91 (w1) = 0. Compte tenu [[371i), il existe une déformation
de %, sur 0g,,. En vertu de [[371(ii), Passertion résulte du fait que la premiére fleche verticale du diagramme
([I£33)) est un isomorphisme.

(ii) Posons L,,, = 11(%n) et Loy, = 11(Lop). Dapres (12.25.4) et (12.26.0)), 'hypothese revient a dire que
le morphisme induit par 5,

(14.3.4) Exty,, (Lm, L) = Extiz; (85, (L), B (L))

m

est un isomorphisme pour i = 0, 1 et est un monomorphisme pour ¢ = 2. De méme, il suffit de démontrer la
méme propriété pour le morphisme induit par 53,

(14.3.5) Extg,  (Lom, Lom) = Extl; (85, (Lam), B3 (Lom))-
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Comme 71 est exact, Lo, est une extension de L,, par L,,. Par dévissage, il suffit de démontrer que le
morphisme induit par 53,

(14.3.6) Extq,,, (Lm, L) = Exti  (87,(Lm). B, (Lin))

02m m m

est un isomorphisme pour ¢ = 0,1, et est un monomorphisme pour ¢ = 2. Rappelons qu’on a deux suites

spectrales (I3.3)

(14.3.7) By = Ext) (Zor?" (L, 0om), L) = EY =Ext}! (L, L),
(14.3.8) E5"/ = Ext’; (yor?mw;;(Lm)@m),ﬁ,*n(le)) = B = ExtZ (85 (L), B, (Lin))-
H2m

et que le foncteur 33, induit un morphisme de suites spectrales
(14.3.9) u=(u,u"):E—E.
Comme I ~ 0,,, I' ~ %,,, on en déduit, pour tout entier j > 2, des isomorphismes
m m 7] m * a2 B m * -
(14.3.10) 907"]‘72 (Lo, 00n) = 907"]‘72_1 (L, 0m), Tor ™ (Br(Lm), Bim) = Tori 2 (B, (L), Bim)

Pour j =1, on a Zor$*" (L, 0p) =~ Ly, et T or??m ([3* (Lon), Bm) =~ B5, (L) Le morphisme uy? EBY
E/” s’identifie alors au morphisme (I4.34). D’apres 2.6 et 'hypothése, le morphisme u* (I£3.6) est un
1somorphlsme sii=0,1 et est un monomorphisme si ¢ = 2 d’ou l'assertion.

Théoréme 14.4. Soient C une courbe propre et lisse sur K, C=cC @7 € et ' un fibré vectoriel de
Deninger-Werner sur C [612(i)). Alors, il existe un trait S’ fini sur S, un S’ modele semi- stable et régulier
X de C [IOIR) et un fibré vectoriel de Deninger- Werner et de Weil-Tate F sur X X Xgr S tel que ]-' ~ F
6.3, 10.4).

Preuve. On fixe un entier n > 1. D’apres [[0.5] quitte & remplacer S par une extension finie, il existe un

S-modele semi-stable et régulier X de C' et un fibré vectoriel de Deninger-Werner F sur X de fibre générique
F' tel qu’on ait un isomorphisme

(14.4.1) Yot 0 (Fn) = B (Va(F)),
ou V, (F) est la o,-représentation de m1(C,T) associée & F ([6.7)). On note L,, le 0,,-module localement libre
de type fini de Ciey associé a V,,(F) (cf. 329:2)) et on pose .Z, = L%.

On démontre par récurrence que pour tout entier m € {2'n|l > 0} il existe un objet .%,,, de ModP" (Cey, 02)
vérifiant Phypothése de 23] et un isomorphisme de Z,,-modules

(14.4.2) Ym (O (Fin))® = b (L)

tels que les isomorphismes (7,,) soient compatibles. L’assertion pour m = n résulte de 42 et (TZLAT).
Supposons que I’assertion soit vraie pour m > n et montrons-la pour 2m.
Le $Bam-module o3, (Far,) est une déformation de o7, (Fy,) sur Hopy, I3IINi). On lidentifie & une défor-
mation de by, (%) sur Ay, via le a-isomorphisme 7, [[LZZ). D’aprés I3(i), il existe une déformation
. . —Q
Loy de L, sur 0F,, et un isomorphisme de %,,,,-modules

(1443) Yom ¢ (Ugm(]:%n))a ; b2m($2m)

compatible avec 7,,. En vertu de [3I5(ii) et TZ3(ii), Lom est un objet de ModP"(C, 05,,) et il satisfait
I’hypothese de

Pour tout entier m > 1, choisissons un entier I > 0 tel que 2/~'n < m < 2'n et posons L, = L, @0, 05,
On en déduit des isomorphismes compatibles o

(14.4.4) Y (05 (Fin))® =5 b (o).
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On désigne par a- C’fet (resp a-EY°) la catégorie des a-o-modules de CN, (resp. EN°) (TZ7). On pose
0“ = a(o) (resp. 7 = &(@)) ([2I0T) et on des1gne par Mod(CE;,5%) la catégorie des 8*-modules

de a-Cl;, et par Mod(@ ) la catégorie des % -modules de a- EN (I2ZII). Posons F = (}'m)m>1 et
L = (ZLm)m>1 € P(ModP"(Cy, 02)) (I3I6) que on considére aussi comme un objet de Mod(CE, ,5)
(cf. 2Z34). Le foncteur §* induit un foncteur que on note ([2.25)

(14.4.5) b: Mod(CL:,5%) — Mod(Z ).

Sous I’équivalence de catégories Mod(% ) = P(Mod(%.,)) (IZ342), le % -module b(Z) correspond au
systéme projectif (by,(Zm))m>1. En vertu de [[2:334) les isomorphismes compatibles (IZ4.4]) induisent un
isomorphisme de ja—modules

(14.4.6) v (55 (F)* S (L),

ou & est le morphisme de topos annelés (CIZT)). En vertu de 031§ il existe un o-module localement libre
de type fini L de C’fet tel que ILQ Zp dans la catégorie Mon(Cfet, 0). En vertu de [2:22] on en déduit
par (IZ4:6) un isomorphisme de %‘Q—modules

(14.4.7) (5" (F))a = (5" L))

d’ou le théoreme.

Corollaire 14.5. Tout fibré vectoriel de Deninger- Werner sur C est de Weil-Tate (I0.I6).

Proposition 14.6. La restriction du foncteur ¥ QIW — Repy™(m (C, 7)) (I0IR) d la sous-catégorie
‘Zigw s’identifie au foncteur de Deninger- Werner V (IEI[I)

Preuve. Soient F' un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur C. D’apres I44] quitte a remplacer S par
une extension finie, il existe un S-modele semi-stable et régulier X de C, un fibré vectoriel de Deninger-

Werner et de Weil-Tate F sur X de fibre générique F. En vertu de B21] on en déduit un isomorphisme de
Repg™'(mi(C, 7)) :
(14.6.1) Va(F) = ¥ (F).

11 reste & démontrer que celui-ci est fonctoriel en F. Soit f : F' — F’ un morphisme Q]gw. En vertu de
B8 et 44 quitte & remplacer S par une extension finie, il existe un S-modéle semi-stable et régulier X de

C' et deux fibrés vectoriels de Deninger-Werner et de Weil-Tate F et F’ sur X tels que }% ~ F et }'% ~ F'.
D’apres (BI3), f s’étend en un morphisme de F & F'. La fonctorialité de (IZ.6.T]) résulte alors de [R211

15. APPENDICE

15.1. On se donne une catégorie abélienne &7 ayant suffisamment d’injectifs, un complexe borné inférieure-
ment K°® de o/ et un objet X de 7. Choisissons L**® une résolution injective de Cartan-Eilenberg de K*°.
La suite spectrale d’hypercohomologie ([I8] (0.11.4.3.2))

(15.1.1) Ey’ = Ext’, (X, H/(K*)) = E" = ' (RHomp () (X, K*)),

est la suite spectrale du bi-complexe Hom, (X, L**®) associée & la filtration canonique F = (3
Hom g (X, L**))nez ([18] 0.11.3.2). Rappelons cette derniére. Pour la page 0, on a ([49] 5.6.2)

(15.1.2) Ej’ = Hom (X, L7"),

i+j=n,l>i

et le morphisme dg’ : E§’ — Ef?T" est induit par la différentielle L¢ — Li+17,
Notons, pour tous entiers i, [, ZL(L*?) (resp. BL(L*?), resp. H}(L*?)) le I-éme sous-groupe de cocycles (resp.
cobords, resp. groupe de cohomologie) du complexe (L") cz. Le complexe (ZL(L*%))i>o (resp. (BE(L*%))i>0,
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resp. (Hy(L*"))
On a alors ([49]

(15.1.3) E}7 = Homg (X, H] (L*).

i>0) est une résolution injective de Z'(K*) (resp. B'(K*), resp. H/(K*®)) (cf. [18] 0.11.4.2).
5.6.2)

Le morphisme di’j : Ezlj — Elfrl’j est induite par la différentielle H/ (L®*?) — H’(L***1). On en déduit
(15.1.4) ES7 = Extl, (X, H/(K*)).

15.2. On se donne de plus une catégorie abélienne o/’ ayant suffisamment d’injectifs et un foncteur ezact
F: o — &' Soient K’'* un complexe borné inférieurement de o/’ et g : F(K*®) — K'® un morphisme de
complexes. On désigne par E’ la suite spectrale d’hypercohomologie

(15.2.1) E}Y = Ext’, (F(X),H/(K'*)) = E™ = H" (RHomp ) (F(X), K'*)).

Choisissons une résolution injective de Cartan-Eilenberg L'*:* de K'®. On notera que F(L®'*) est encore une
résolution de Cartan-Eilenberg de F(K*®) (mais pas nécessairement injective). Le morphisme g s’étend en
un morphisme de bi-complexes ([I8] 0.11.4.2, cf. aussi [9] XVII 1.2)

(15.2.2) G:F(L**) — L'*°.

On en déduit par le foncteur F un morphisme de bi-complexes

(15.2.3) Hom (X, L**) — Hom . (F(X), L'**)
et par suite un morphisme de suites spectrales ([18] 0.11.2.3)

(15.2.4) u=(u,u"):E—E.

15.3. Le morphisme G (I5.22) induit au morphisme (u$’ : Ef?Y — Ej7); ; de u (I5.12) et il induit, pour
tout entier j, un morphisme de complexes

(15.3.1) (F(FE(L*)))iz0 — (H ()20

Le morphisme composé, induit par celui-ci et le foncteur exact F,

(15.3.2) Hom,, (X, H] (L**)) — Hom (F(X), F(H] (L*?))) — Hom (F(X), H (L'*"))

s’identifie au morphisme u%? de u (I5.1.3). Les morphismes (u}?); ; induisent le morphisme w5’ (T5.1.4)
(15.3.3) Ext’,(X,H/(K*)) — Ext’,, (F(X),H/ (K'*))

En outre, le morphisme de complexes g induit, pour tout entier j, un morphisme de groupes de cohomologie
(15.3.4) F(H/(K*)) ~ H/ (F(K®)) — H (K'*).

Rappelons que le complexe (HJ(L*%));>0 (resp. (HJ (L'*%));>0) est une résolution injective de H? (K*) (resp.
H’(K'*)). Le morphisme de complexes (I5.3.1)) étend le morphisme (I5.3.4). Le morphisme us’ ([5.33)
s’identifie alors au morphisme composé

(15.3.5) Ext’, (X, H(K*)) — Ext', (F(X), F(H(K*))) — Ext’,, (F(X),H (K'*)),

ol la premiére fleche est le morphisme canonique ([Z3.2)) induit par le foncteur exact F' et la seconde fleche

est induite par (I5.34).

15.4. Le morphisme g et le foncteur exact F' induisent, pour tout entier n, un morphisme ([2:3.2))
(15.4.1) E" = Ext} ) (X, K*) = E™ = Ext}y ) (F(X), K'*),

qui n’est autre que le morphisme u"™ de wu.
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15.5. Reprenons les notations de On consideére le cas ou & = &/ = Mod(o0) et on prend pour F
le foncteur identique et pour X le o-module m. Choisissons I® (resp. I’®) une résolution injective de N
(resp. ©*(N)) et posons K* = Homa (M, I°®) et K'* = Homy:(¢*(M),I'*). On a alors un morphisme de
complexes ¢*(I*) — I'* et par suite un morphisme de complexes g : K* — K’®. On notera que, dans ce cas,
la suite spectrale (IZ.24.3)) s’identifie & la suite spectrale (IE.IT)). Appliquant ce qui précede, on en déduit
le morphisme de suites spectrales v (IZZ71)) et la description des morphismes ué” et u™.

15.6. On considere le cas dual de On se donne deux catégories abéliennes .7 et &’ ayant suffisamment
d’objets projectifs, un foncteur exact F : & — &/’ et X un objet de 7. Soient K*® un complexe borné
supérieurement de o/, K'® un complexe borné supérieurement de &7’ et g : K’* — F(K*®) un morphisme de
complexes. En remplacant les résolutions injectives par les résolutions projectives, on construit un morphisme
u:E — E entre les deux suites spectrales d’hypercohomologie

(15.6.1) Ey = Extl, (H/(K*),X) = E =H"(RHompy)(K*, X)),
(15.6.2) Ey7 = Ext’, (W (K"*),F(X)) = E"Y =H"(RHomp, (K", F(X))).

De méme, les morphismes us” et u” s’identifient aux morphismes canoniques induits par le morphisme g et
le foncteur exact F.

15.7. Reprenons les notations de On considére le cas ot &/ = Mod(4) et &' = Mod(A’) et on
prend pour F le foncteur exact ¢* et pour X le A-module J. Choisissons P* — Ag (resp. P'* — Aj) une
résolution projective de A-modules (resp. A’-modules) et posons K®* = My ®4 P® et K'* = ¢*(My) @4/ P'*.
Comme Aj, = ¢*(Ap), on a alors un morphisme de complexes P'®* — ¢*(P*®). Il induit un morphisme de
complexes g : K'* — ¢*(K*). On notera que, dans ce cas, la suite spectrale (I3.4.2) s’identifie & la suite
spectrale (I5.6.1). Appliquant ce qui précede, on en déduit le morphisme de suites spectrales v ([353) et
la description des morphismes u;] et u”.
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